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Exercice 1. (6 points ; 1 point par quantité) Soit X1, . . . , Xn des v.a. i.i.d. suivant une loi
géométrique sur {1, 2, . . . } de paramètre 1/2, i.e. P(X1 = k) = 2−k pour k ≥ 1. On pose
Sn = X1+ · · ·+Xn. Donner une estimée asymptotique (équivalent asymptotique ou borne
supérieure exponentielle) pour les quantités suivantes :

P[Sn = 2n], P[Sn ≥ 2n], P[Sn = ⌊2n+
√
n⌋], P[Sn ≥ 2n+

√
n], P[Sn = 3n], P[Sn ≥ 3n].

Quand la quantité considérée converge vers une limite strictement positive, préciser la
vitesse de convergence.

Note : on précise que, si X suit une loi géométrique de paramètre 1/2, on a

E[X] = 2, Var(X) = 2, E[|X − E(X)|3] = 7.

Exercice 2. (6 points ; 2 points par question) Soit n et N deux entiers naturels, et
X1, . . . , XN des variables i.i.d. uniformes dans {1, . . . , n}. On s’intéresse à l’ensemble CN =
{X1, . . . , XN} (sans répétitions). C’est un sous-ensemble de {1, . . . , n} et on aimerait
estimer la probabilité qu’il soit égal à {1, . . . , n}. En étudiant les moments de Mn :=∣∣{1, . . . , n}\CN

∣∣ (nombre d’éléments manquants), répondre aux questions suivantes :
1. Montrer que si N ∼ (1+ε)n log(n) avec ε > 0, alors CN = {1, . . . , n} avec probabilité

tendant vers 1.
2. Montrer que si N ∼ (1 − δ)n log(n) avec δ > 0, alors CN ̸= {1, . . . , n} avec proba-

bilité tendant vers 1.
3. Montrer que si N = n log(n) + αn + O(1) avec α constant, alors |Mn| tend vers

une loi de Poisson dont on déterminera le paramètre. En déduire la limite de la
probabilité P(CN = {1, . . . , n}).
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Exercice 3. (2 points) Soit Fn une suite tendue dans C := C([0, 1],R) et η > 0. Montrer
que

lim
δ→0

sup
n≥1

P[ω(Fn, δ) ≥ η] = 0.

Exercice 4. (6 points ; 2 points par question) Soit X1, X2, . . . des v.a. i.i.d. centrées, de
variance finie σ2. On note Sk = X1 + · · · + Xk, et on définit pour tout n une fonction
aléatoire Wn dans C([0, 1],R) par :

— Wn(t) =
1√
n
Snt si nt est entier ;

— Wn est affine sur chaque segment [i/n; (i+ 1)/n].

1. Montrer que, pour tout n, p.s., on a

1
2
S0 + S1 + · · ·+ Sn−1 +

1
2
Sn = n3/2

∫ 1

0

Wn(t)dt.

2. En déduire que la suite de v.a. n−3/2σ−1
∑n

k=1 Sk converge en loi, et que la loi limite
ne dépend pas de la loi de X1.

3. On suppose que Xi a tous ses moments finis. Montrer que les moments de n−3/2σ−1
∑n

k=1 Sk

convergent vers ceux de sa limite.
Indice. On rappelle l’inégalité maximale de Doob : comme (Sk)k≥0 est une martin-
gale, pour s > 1, on a

E
[(

max
k≤n

|Sk|
)s]

≤
(

s

s− 1

)s

E[|Sn|s].
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