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1. Example of Implementations of Algorithm Hyper in Mathematica 

 

We are interested in solving a homogeneous linear recurrence equation of the form  

𝐿𝑦 ൌ 0 
where 

 𝐿 ൌ  ∑ 𝑝௜ሺ𝑛ሻ𝑁௜௥
௜ୀ଴   is a linear recurrence operator with polynomial coefficients 𝑝௜ ∈ 𝒫ሺ𝐹ሻ ,               

𝑦 ∈ ℋሺ𝐾ሻ is a hypergeometric sequence over 𝐾, with 𝐾 being a field extension of 𝐹.  
 

a. Outline of Algorithm Hyper for 𝑳 of second order (𝒓 ൌ 𝟐):  

  𝑝ଶሺ𝑛ሻ𝑦ሺ𝑛 ൅ 2ሻ ൅ 𝑝ଵሺ𝑛ሻ𝑦ሺ𝑛 ൅ 1ሻ ൅ 𝑝଴ሺ𝑛ሻ𝑦ሺ𝑛ሻ ൌ 0 

1. We are looking for a hypergeometric solution 𝑦 ∈ ℋሺ𝐾ሻ so we assume 𝑦ሺ𝑛 ൅ 1ሻ ൌ
𝑆ሺ𝑛ሻ𝑦ሺ𝑛ሻ for some rational sequence 𝑆 ∈ ℛሺ𝐾ሻ. 

2. We substitute in the recurrence equation and cancel 𝑦ሺ𝑛ሻ (Note that hypergeometric 

sequences are units, see Cor.8.2.1). The recurrence equation reads: 

 𝑝ଶሺ𝑛ሻ𝑆ሺ𝑛 ൅ 1ሻ𝑆ሺ𝑛ሻ ൅ 𝑝ଵሺ𝑛ሻ𝑆ሺ𝑛ሻ ൅ 𝑝଴ሺ𝑛ሻ ൌ 0 

3. Write the rational sequence 𝑆ሺ𝑛ሻ in the canonical form of Theorem 5.3.1 (see chapter about 

Gosper’s algorithm) and substitute in the recurrence equation:  

𝑆ሺ𝑛ሻ ൌሻ ൌ 𝑧
𝑎ሺ𝑛ሻ

𝑏ሺ𝑛ሻ
𝑐ሺ𝑛 ൅ 1ሻ

𝑐ሺ𝑛ሻ
 

𝑧ଶ𝑝ଶሺ𝑛ሻ𝑎ሺ𝑛 ൅ 1ሻ𝑎ሺ𝑛ሻ𝑐ሺ𝑛 ൅ 2ሻ ൅ 𝑧𝑝ଵሺ𝑛ሻ𝑏ሺ𝑛 ൅ 1ሻ𝑎ሺ𝑛ሻ𝑐ሺ𝑛 ൅ 1ሻ ൅ 𝑝଴ሺ𝑛ሻ𝑏ሺ𝑛 ൅ 1ሻ𝑏ሺ𝑛ሻ𝑐ሺ𝑛ሻ ൌ 0 

4. Since 𝑎ሺ𝑛ሻ is relatively prime with 𝑐ሺ𝑛ሻ, 𝑏ሺ𝑛ሻand 𝑏ሺ𝑛 ൅ 1ሻ, we have that 𝑎ሺ𝑛ሻ divides 𝑝଴ሺ𝑛ሻ. 
Similarly, we have that 𝑏ሺ𝑛 ൅ 1ሻ divides 𝑝ଶሺ𝑛ሻ. Hence, we can cancel the monic factors 𝑎ሺ𝑛ሻ 
and 𝑏ሺ𝑛 ൅ 1ሻ from the polynomial coefficients. 

𝑧ଶ
𝑝ଶሺ𝑛ሻ

𝑏ሺ𝑛 ൅ 1ሻ
𝑎ሺ𝑛 ൅ 1ሻ𝑐ሺ𝑛 ൅ 2ሻ ൅ 𝑧𝑝ଵሺ𝑛ሻ𝑐ሺ𝑛 ൅ 1ሻ ൅

𝑝଴ሺ𝑛ሻ
𝑎ሺ𝑛ሻ

𝑏ሺ𝑛ሻ𝑐ሺ𝑛ሻ ൌ 0 

5. For each choice of 𝑎ሺ𝑛ሻ and 𝑏ሺ𝑛ሻ, the constant 𝑧 is determined by equating to zero the 

leading coefficient of 𝑛௠ in the left hand side of the recurrence equation, i.e. 𝑧 is a root of a 
polynomial at most quadratic and thus can take at most two values. 

6. For each choice of 𝑎ሺ𝑛ሻ, 𝑏ሺ𝑛ሻ and 𝑧, we solve the auxiliary recurrence equation for the 
polynomial 𝑐ሺ𝑛ሻ, if a solution exists, by using the Algorithm Poly. 

 

Remarks: 

(1) The algorithm generalizes easily to higher order recurrences for which the Algorithm Poly in 

step 6 will apply the method of undetermined coefficients to a larger system of linear 

equations. 

(2) If the recurrence equation does not have a hypergeometric solution, we will need to check all 

possible triples ሺ𝑎ሺ𝑛ሻ, 𝑏ሺ𝑛ሻ, 𝑧ሻ before knowing it for sure. 

Otherwise, it is enough to check triples ሺ𝑎ሺ𝑛ሻ, 𝑏ሺ𝑛ሻ, 𝑧ሻ until obtaining at most as many 

linearly independent hypergeometric solutions as the order of the recurrence (since 

dim൫𝐾𝑒𝑟ሺ𝐿ሻ൯ ൌ 𝑟, as seen in Theorem 8.2.1), if not exhausting all possible combinations 

before that (𝐾𝑒𝑟ሺ𝐿ሻ may need more than just hypergeometric sequences to be spanned). We 

will see in detail in the next section how to obtain all hypergeometric solutions. 



(3) The field of coefficient of the recurrence equation is 𝐹, whereas the hypergeometric solutions 

are looked for over the field extension 𝐾, allowing for monic polynomials 𝑎ሺ𝑛ሻ and 𝑏ሺ𝑛ሻ ∈
𝒫ሺ𝐾ሻ of smaller degree in the canonical decomposition of 𝑆ሺ𝑛ሻ, and therefore allowing the 
existence of nonzero polynomial solution for 𝑐ሺ𝑛ሻ in step 6. The monic polynomials 𝑎ሺ𝑛ሻ and 
𝑏ሺ𝑛ሻ correspond then to the factorization of the leading and trailing polynomial coefficients 

𝑝௥ and 𝑝଴ in the auxiliary recurrences. Moreover, we also need a factorization of the 

polynomial whose roots are the values for 𝑧. We will see next two examples where the 

recurrence equation does not have any solution in ℋሺ𝐹ሻ but does have some in ℋሺ𝐾ሻ. 

(4) The implementation of Algorithm Hyper in Mathematica gives a first hypergeometric solution, 

if one exists, of the recurrence equation and stops. One can asks the algorithm to give all 

possible other solutions, which will then be looked for by considering all possible triples 

ሺ𝑎ሺ𝑛ሻ,𝑏ሺ𝑛ሻ, 𝑧ሻ. These other solutions are not necessarily linearly independent, i.e. different 
auxiliary recurrences may yield the same hypergeometric solution: for example, for particular 

polynomial coefficients 𝑝௜, the recurrence equation may happen to be symmetric in the 

polynomials 𝑎ሺ𝑛ሻ and 𝑏ሺ𝑛ሻ (for a choice of ሺ𝑎ሺ𝑛ሻ, 𝑏ሺ𝑛ሻ, 𝑧ሻ), hence producing a second 
identical hypergeometric solution for the other choice ሺ𝑏ሺ𝑛ሻ,𝑎ሺ𝑛ሻ, 𝑧ሻ. This could happen for 

example if 𝑝ଶሺ𝑛ሻ ൌ
௕ሺ௡ାଵሻ௕ሺ௡ሻ௖ሺ௡ሻ

௭మ
 and 𝑝଴ሺ𝑛ሻ ൌ 𝑎ሺ𝑛ሻ𝑎ሺ𝑛 ൅ 1ሻ𝑐ሺ𝑛 ൅ 2ሻ. More generally, the 

number of different possible triples ሺ𝑎ሺ𝑛ሻ, 𝑏ሺ𝑛ሻ, 𝑧ሻ may be greater than the order of the 

recurrence, thus greater than the dimension of 𝐾𝑒𝑟ሺ𝐿ሻ ∩ ℒሺℋ௄ሻ. Hence the set of solutions 
given by Algorithm Hyper in this case is a generating set of 𝐾𝑒𝑟ሺ𝐿ሻ ∩ ℒሺℋ௄ሻ and not 
necessarily a basis.  

 

b. Examples:  

1. Consider the following linear recurrence of second order:  

𝑦ሺ𝑛 ൅ 2ሻ െ 2ሺ𝑛 ൅ 2ሻ𝑦ሺ𝑛 ൅ 1ሻ ൅ ሺ𝑛 ൅ 1ሻሺ𝑛 ൅ 2ሻ𝑦ሺ𝑛ሻ ൌ 0 

Using Algorithm Hyper gives the following first solution: 

‐In[1]:= Hyper[y[n + 2] ‐ 2 (n + 2) y[n + 1] + (n + 1) (n + 2) y[n] ⩵ 0, y[n]] 

‐Out[1]= {2 + n} 

i.e. 𝑆ሺ𝑛ሻ ൌ
௬ሺ௡ାଵሻ

௬ሺ௡ሻ
ൌ 𝑛 ൅ 2 and a hypergeometric solution is 𝑦ሺ𝑛ሻ ൌ ሺ𝑛 ൅ 1ሻ!. 

Calling for all possible hypergeometric solutions gives: 

‐In[2]:= Hyper[y[n + 2] ‐ 2 (n + 2) y[n + 1] + (n + 1) (n + 2) y[n] ⩵ 0, y[n], Solutions 

→ All] 

‐Out[2]= {1 + n, (1 + n)2/n, 2 + n} 

This yields the following generating set of all hypergeometric solutions: 

{ 𝑛! ;
ሺ௡!ሻమ

ሺ௡ିଵሻ!
 ; ሺ𝑛 ൅ 1ሻ! } containing the basis { 𝑛! ;

ሺ௡!ሻమ

ሺ௡ିଵሻ!
 }. (indeed, the third solution is the 

sum of the first two). 

 

2. Consider the following linear recurrence of second order:  

ሺ𝑛 ൅ 4ሻ𝑦ሺ𝑛 ൅ 2ሻ ൅ 𝑦ሺ𝑛 ൅ 1ሻ െ ሺ𝑛 ൅ 1ሻ𝑦ሺ𝑛ሻ ൌ 0 

Using Algorithm Hyper gives the following first solution: 

‐In[3]:= Hyper[(n + 4) y[n + 2] + y[n + 1] ‐ (n + 1) y[n] ⩵ 0, y[n]] 

‐Out[3] := { െ
ሺଵା௡ሻሺହାଶ௡ሻ

ሺଷା௡ሻሺଷାଶ௡ሻ
 } 

i.e. 𝑆ሺ𝑛ሻ ൌ
௬ሺ௡ାଵሻ

௬ሺ௡ሻ
ൌ െ

ሺ௡ାଵሻሺଶ௡ାହሻ

ሺ௡ାଷሻሺଶ௡ାଷሻ
  hence a hypergeometric solution is 𝑦ሺ𝑛ሻ ൌ

ሺିଵሻ೙ሺଶ௡ାଷሻ

ሺ௡ାଵሻሺ௡ାଶሻ
. 

Calling for all possible hypergeometric solutions gives: 



‐In[4]:= Hyper[(n + 4) y[n + 2] + y[n + 1] ‐ (n + 1) y[n] ⩵ 0, y[n], Solutions → All] 

‐Out[4] := { 
ଵା௡

ଷା௡
 ;  െ

ሺଵା௡ሻሺହାଶ௡ሻ

ሺଷା௡ሻሺଷାଶ௡ሻ
 } 

This yields the following generating set of all hypergeometric solutions: 

{
ଵ

ሺ௡ାଵሻሺ௡ାଶሻ
 ;  

ሺିଵሻ೙ሺଶ௡ାଷሻ

ሺ௡ାଵሻሺ௡ାଶሻ
 }. 

 

 

 

 

3. Consider the following linear recurrence of second order:  

𝑦ሺ𝑛 ൅ 2ሻ െ ሺ2𝑛 ൅ 1ሻ𝑦ሺ𝑛 ൅ 1ሻ ൅ ሺ𝑛ଶ െ 3ሻ𝑦ሺ𝑛ሻ ൌ 0 

Using Algorithm Hyper gives the following set of solutions: 

‐In[5]:= Hyper[y[n + 2] ‐ (2 n + 1) y[n + 1] + (n^2 ‐ 3) y[n] ⩵ 0, y[n]] 
Warning: irreducible factors of degree > 1 in trailing coefficient; some solutions may not be 

found  

‐Out[5]= {} 
i.e. no solution in ℋሺℚሻ 
We need therefore to consider the splitting field of the trailing polynomial coefficient 𝑝଴, 
namely  𝑥ଶ െ 3, hence we consider the extension ℚ൫√3൯. 

Calling for all possible hypergeometric in the quadratic field extension ℋሺℚሺ√3ሻ gives: 
‐In[6]:= Hyper[y[n + 2] ‐ (2 n + 1) y[n + 1] + (n^2 ‐ 3) y[n] ⩵ 0, y[n], Quadratics → 

True, Solutions → All] 

‐ Out[6]= {‐ √3 + n, √3 + n} 

i.e. 𝑆ሺ𝑛ሻ ൌ
௬ሺ௡ାଵሻ

௬ሺ௡ሻ
ൌ േ√3 ൅ 𝑛 and hypergeometric solutions is 𝑦ሺ𝑛ሻ ൌ ൫േ√3൯

௡
. 

 

4. Consider the Fibonacci recurrence:  

𝑦ሺ𝑛 ൅ 2ሻ െ 𝑦ሺ𝑛 ൅ 1ሻ െ 𝑦ሺ𝑛ሻ ൌ 0 

Algorithm Hyper gives the following set of solutions: 

‐In[7]:= Hyper[y[n + 2] ‐ y[n + 1] ‐ y[n] ⩵ 0, y[n], Solutions → All] 
‐Out[7]: {}   

i.e. no solution in ℋሺℚሻ 

Here, all polynomial coefficients 𝑝௜’s in the recurrence have same degree zero, hence the 

polynomial to solve for 𝑧 is 𝑧ଶ െ 𝑧 െ 1 , which splits in ℚ൫√5൯. 

Calling for all possible hypergeometric in the quadratic field extension ℋሺℚሺ√5ሻ gives: 
‐In[7]:= Hyper[y[n + 2] ‐ y[n + 1] ‐ y[n] ⩵ 0, y[n], Solutions → All] 
‐Out[7]: {1/2(1‐sqrt(5));1/2(1+sqrt(2))} 

i.e. 𝑆ሺ𝑛ሻ ൌ
௬ሺ௡ାଵሻ

௬ሺ௡ሻ
ൌ

ଵ

ଶ
൫1 േ √5൯ and hypergeometric solutions is 𝑦ሺ𝑛ሻ ൌ ൬

ଵ

ଶ
൫1 േ √5൯൰

௡

. 

 

 

2. Finding all hypergeometric solutions and more 

As seen in the first example, we can find all hypergeometric solutions by considering all possible triples 

ሺ𝑎ሺ𝑛ሻ, 𝑏ሺ𝑛ሻ, 𝑧ሻ, and looking for solutions in the splitting field for the leading and trailing polynomial coefficients 

𝑝௥ and 𝑝଴, as well as for the polynomial to solve for 𝑧. With this method, the set of solutions given by Algorithm 

Hyper is a generating set of 𝐾𝑒𝑟ሺ𝐿ሻ ∩ ℒሺℋ௄ሻ, where ℒሺℋ௄ሻ is the K‐linear hull of ℋሺ𝐾ሻ. We show later that 

Algorithm Hyper actually gives all the solutions in ℒሺℋ௄ሻ, i.e. all closed form solutions. 



 

Another method for finding all hypergeometric solutions uses a first hypergeometric solutions to reduce the 

order of the recurrence equation, and then looks for solutions for the reduced order recurrence, recursively 

reducing the order at each solution. This method is equivalent to looking for a factorization of the linear 

recurrence operator 𝐿 as a composition of first‐order linear recurrence operators 𝐿 ൌ  𝐿௞𝐿௞ିଵ … 𝐿ଵ. However, 
this methods gives solutions from a larger class of sequences (strictly containing  ℋሺ𝐾ሻ), the d’Alembertian 

sequences, i.e. sequence of the form 𝑦 ൌ ℎଵ ∑ℎଶ …∑ℎ௞ , where 𝑦 ൌ ∑ℎ means ∆𝑦ሺ𝑛ሻ ൌ 𝑦ሺ𝑛 ൅ 1ሻ െ 𝑦ሺ𝑛ሻ ൌ
ℎሺ𝑛ሻ. We explain next the outline of the reduction of recurrence order and present an example with a 

d’Alembertian solution. 

 

a. Outline of the reduction of order for 𝑳 of second order (𝒓 ൌ 𝟐): 

We consider a second order linear recurrence:  

  𝑝ଶሺ𝑛ሻ𝑦ሺ𝑛 ൅ 2ሻ ൅ 𝑝ଵሺ𝑛ሻ𝑦ሺ𝑛 ൅ 1ሻ ൅ 𝑝଴ሺ𝑛ሻ𝑦ሺ𝑛ሻ ൌ 0 

1. Suppose Algorithm Hyper gave a first hypergeometric solution ℎଵ ∈ ℋሺ𝐾ሻ. Note that such a 
solution necessarily satisfies a first‐order linear recurrence 𝐿ଵℎଵ ൌ 0 , since by definition of 
hypergeometric sequences, there exist nonzero polynomials 𝑝଴ and 𝑝ଵ ∈ 𝒫ሺ𝐾ሻ such that 
 𝑝ଵሺ𝑛ሻℎଵሺ𝑛 ൅ 1ሻ ൅ 𝑝଴ሺ𝑛ሻℎଵሺ𝑛ሻ ൌ 0. 
 

2. We look next for a solution of the form 𝑦ሺ𝑛ሻ ൌ ℎଵ ∑ℎଶ , where ℎଶ ∈ ℋሺ𝐾ሻ. Substituting this 
𝑦ሺ𝑛ሻ in the second order recurrence equation yields a first order recurrence equation which 
admits ℎଶ ∈ ℋሺ𝐾ሻ as a solution. 

3.  We obtained two solutions ℎଵ and ℎଵ ∑ℎଶ which span 𝐾𝑒𝑟ሺ𝐿ሻ ∩ 𝒜ሺℋ௄ሻ. (Note that ℎଵ ∑ℎଶ 
is not necessarily hypergeometric.) 

Remarks: 

(1) Euclidean division in the ring of linear recurrence operators with coefficients in ℛሺ𝐾ሻ :  
The shift operator 𝑁 distributes over linear recurrence polynomials and commutes with linear 

recurrence operator of order zero (with some trailing term 𝑝ሺ𝑛ሻ ∈ ℛሺ𝐾ሻሻ following the rule 
𝑁𝑝ሺ𝑛ሻ ൌ 𝑝ሺ𝑛 ൅ 1ሻ𝑁 , which allows to define a multiplication and a division with rest of linear 

recurrence operators. 

Suppose a sequence 𝑦 ∈ 𝒮ሺ𝐾ሻ satisfies 𝐿𝑦 ൌ 0, and let 𝑀 be a linear recurrence operator of 

minimal order such that 𝑀𝑦 ൌ 0. The division of 𝐿 by 𝑀 writes 𝐿 ൌ 𝑄𝑀 ൅ 𝑅 , where 𝑄 and 𝑅 
are linear recurrence operators with 𝑅 having strictly smaller order than 𝑀. Since 𝐿 and 𝑀 

annihilate 𝑦, so does also 𝑅 which is then necessarily the zero operator. Hence the operator 
with minimal order annihilating 𝑦 is a factor of the operator 𝐿. In the other direction, if 𝑀𝑦 ൌ
0 then obviously 𝑄𝑀𝑦 ൌ 0 and 𝑦 is annihilated by any multiple linear operator of 𝑀. 

(2) It follows that solving 𝐿𝑦 ൌ 0 is equivalent to factorizing the linear operator as 𝐿 ൌ  𝐿ଶ𝐿ଵ 
where 𝐿ଵ is the annihilating operator of 𝑦 of minimal order. When 𝑦 is hypergeometric the 

minimal operator 𝐿ଵ is of first order.  
 

b. Solutions in d’Alembertian sequences:  

Consider the following sum: 𝑦ሺ𝑛ሻ ൌ ∑ ቀ3𝑘
𝑘
ቁ௡

௞ୀ଴ ቀ3𝑛 െ 3𝑘
𝑛 െ 𝑘

ቁ 

Using Zeilberger algorithm, we find that 𝑦ሺ𝑛ሻ satisfies 𝐿𝑦 ൌ 0 with the linear recurrence operator: 

 𝐿 ൌ 8ሺ𝑛 ൅ 2ሻሺ2𝑛 ൅ 3ሻ𝑁ଶ െ 6ሺ36𝑛ଶ ൅ 99𝑛 ൅ 70ሻ𝑁 ൅ 81ሺ3𝑛 ൅ 2ሻሺ3𝑛 ൅ 4ሻ 

Using Algorithm Hyper for 𝐿𝑦 ൌ 0, and asking for all solutions in 𝐾𝑒𝑟ሺ𝐿ሻ ∩ℋሺ𝐾ሻ gives a unique 
hypergeometric solution: 



‐In[36]:= Hyper[8 (n + 2) (2 n + 3) y[n + 2] ‐ 6 (36 n^2 + 99 n + 70) y[n + 1] + 81 (3 n 

+ 2) (3 n + 4) y[n] ⩵ 0, y[n], Quadratics → True, SoluƟons → All] 
‐out: {27/4}  

i.e. 𝑆ሺ𝑛ሻ ൌ
௬ሺ௡ାଵሻ

௬ሺ௡ሻ
ൌ

ଶ଻

ସ
 and hypergeometric solutions is 𝑦ሺ𝑛ሻ ൌ ቀ

ଶ଻

ସ
ቁ
௡
. 

We divide 𝐿 by the factor 𝐿ଵ ൌ 4𝑁 െ 27 corresponding to the hypergeometric solution above, 

which gives 𝐿 ൌ  𝐿ଶ𝐿ଵ with 𝐿ଶ ൌ 2ሺ𝑛 ൅ 2ሻሺ2𝑛 ൅ 3ሻ𝑁 െ 3ሺ3𝑛 ൅ 2ሻሺ3𝑛 ൅ 4ሻ. 

The first order recurrence 𝐿ଶ𝑦 ൌ 0 writes 𝑦ሺ𝑛 ൅ 1ሻ ൌ
ଷሺଷ௡ାଶሻሺଷ௡ାସሻ

ଶሺ௡ାଶሻሺଶ௡ାଷሻ
𝑦ሺ𝑛ሻ and gives by recursion the 

hypergeometric solution 𝑦ሺ𝑛ሻ ൌ
ቀଷ௡
௡
ቁ

ଷ௡ିଵ
. 

Hence a second fundamental solution for the first recurrence equation is   

𝑦ሺ𝑛ሻ ൌ ቀ
ଶ଻

ସ
ቁ
௡
∑

ቀଷ௞
௞
ቁ

ଷ௞ିଵ
௡
௞ୀ଴ ቀ

ଶ଻

ସ
ቁ
ି௞
. 

Considering the initial values 𝑦ሺ0ሻ ൌ 1 and 𝑦ሺ1ሻ ൌ 6 we get the solution: 

𝑦ሺ𝑛ሻ ൌ
1
2
൬

27
4
൰
௡

ቌ1 െ෍
ቀ3𝑘 ൅ 3
𝑘 ൅ 1

ቁ

3𝑘 ൅ 2

௡

௞ୀ଴

൬
27
4
൰
ି௞

ቍ 

 

c. Finding all solutions in 𝓛ሺ𝓗𝑲ሻ :  (i.e. all closed form solutions) 

Note: 

• If ℎ ∈ ℋ௄  (𝐿ℎ ് 0ሻ, then 𝐿ℎ ∈ ℋ௄ and is similar to ℎ 
(write 𝑟 ൌ 𝑁ℎ/ℎ, substitute in 𝐿ℎ and factor out ℎ) 

• If ℎ ∈ ℋ௄  s.t. 𝐿ℎ ൌ 0 and ℎ ൌ ∑ ℎ௜
௞
௜ୀଵ  for ℎ௜’s pairwise dissimilar, then 𝐿ℎ௜ ൌ 0 for all 𝑖 

(if 𝐿ℎ௜ ് 0 write 𝐿ℎ௜ ൌ 𝑟௜ℎ௜, substitute in 𝐿ℎ ൌ 0, yields ∑ ℎ௜
௞
௜ୀଵ ൌ 0 then  𝑟௜ ൌ 0 since  ℎ௜ are 

dissimilar) 

• If ℎ ∈ 𝓛ሺℋ௄ሻ  s.t. 𝐿ℎ ൌ 0 then ℎ ൌ ∑ ℎ௜
௞
௜ୀଵ  for ℎ௜’s s.t. 𝐿ℎ௜ ൌ 0 for all 𝑖.  

  sum of similar hypergeometric term is either hypergeometric or zero,                                                                    

  so write ℎ ൌ ∑ ℎ௜
௞
௜ୀଵ   with ℎ௜’s pairwise dissimilar hypergeometric,                          

  then substitute in 𝐿ℎ ൌ 0, then follows 𝐿ℎ௜ ൌ 0 for all 𝑖 by previous remark. 

It follows that all solutions in ℒሺℋ௄ሻ are spanned by the solutions in ℋ௄ obtained by Algorithm 

Hyper. 
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