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1. Implementations of Algorithm Hyper in Mathematica

a) Outline of Algorithm Hyper

• Goal: solve 𝐿𝑦 ൌ 0

where 𝐿 ൌ  ∑ 𝑝௜ 𝑛 𝑁௜௥
௜ୀ଴ , 𝑝௜ ∈ 𝒫 𝐹 , 𝑦 ∈ ℋ 𝐾

𝐾 a field extension of 𝐹

• Algorithm:  (for second‐order linear recurrence)

consider  𝑝ଶ 𝑛 𝑦 𝑛 ൅ 2 ൅ 𝑝ଵ 𝑛 𝑦 𝑛 ൅ 1 ൅ 𝑝଴ 𝑛 𝑦 𝑛 ൌ 0



1. Implementations of Algorithm Hyper in Mathematica

• Algorithm:  (for second order linear recurence)

consider  𝑝ଶ 𝑛 𝑦 𝑛 ൅ 2 ൅ 𝑝ଵ 𝑛 𝑦 𝑛 ൅ 1 ൅ 𝑝଴ 𝑛 𝑦 𝑛 ൌ 0

1. since solution 𝑦 ∈ ℋ 𝐾 , we set 𝑦 𝑛 ൅ 1 ൌ 𝑆 𝑛 𝑦 𝑛 for some 𝑆 ∈ ℛ 𝐾 , subsitute in the
equation and cancel 𝑦 𝑛 :

 𝑝ଶ 𝑛 𝑆 𝑛 ൅ 1 𝑆 𝑛 𝑦ሺ𝑛ሻ ൅ 𝑝ଵ 𝑛 𝑆 𝑛 𝑦ሺ𝑛ሻ ൅ 𝑝଴ 𝑛 𝑦ሺ𝑛ሻ ൌ 0

 𝑝ଶ 𝑛 𝑆 𝑛 ൅ 1 𝑆 𝑛 ൅ 𝑝ଵ 𝑛 𝑆 𝑛 ൅ 𝑝଴ 𝑛 ൌ 0

2. write 𝑆 𝑛 in the canonical form (Thm 5.3.1.) and substitute in the equation:

𝑆 𝑛 ൌ 𝑧 ௔ ௡
௕ ௡

௖ ௡ାଵ
௖ ௡

𝑧ଶ𝑝ଶ 𝑛 𝑎 𝑛 ൅ 1 𝑎 𝑛 𝑐 𝑛 ൅ 2 ൅ 𝑧𝑝ଵ 𝑛 𝑏 𝑛 ൅ 1 𝑎 𝑛 𝑐 𝑛 ൅ 1 ൅ 𝑝଴ 𝑛 𝑏 𝑛 ൅ 1 𝑏 𝑛 𝑐 𝑛 ൌ 0



1. Implementations of Algorithm Hyper in Mathematica

• Algorithm:  (for second order linear recurence)

𝑧ଶ𝑝ଶ 𝑛 𝑎 𝑛 ൅ 1 𝑎 𝑛 𝑐 𝑛 ൅ 2 ൅ 𝑧𝑝ଵ 𝑛 𝑏 𝑛 ൅ 1 𝑎 𝑛 𝑐 𝑛 ൅ 1 ൅ 𝑝଴ 𝑛 𝑏 𝑛 ൅ 1 𝑏 𝑛 𝑐 𝑛 ൌ 0

3. 𝑎 𝑛 is relatively prime with 𝑐 𝑛 , 𝑏 𝑛 and 𝑏 𝑛 ൅ 1 , hence 𝑎 𝑛 | 𝑝଴ 𝑛 .            
Similarly, 𝑏 𝑛 ൅ 1 | 𝑝ଶ 𝑛 . So we cancel factors 𝑎 𝑛 and 𝑏 𝑛 ൅ 1 in the 𝑝௜’s :

𝑧ଶ ௣మሺ௡ሻ
௕ሺ௡ାଵሻ

𝑎 𝑛 ൅ 1 𝑐 𝑛 ൅ 2 ൅ 𝑧𝑝ଵ 𝑛 𝑐 𝑛 ൅ 1 ൅ ௣బሺ௡ሻ
௔ሺ௡ሻ

𝑏 𝑛 𝑐 𝑛 ൌ 0

4. For each choice of 𝑎 𝑛 and 𝑏 𝑛 , equate the leading coefficient in LHS to zero              
and solve quadratic equation for 𝑧 .

5. For each choice of 𝑎 𝑛 , 𝑏 𝑛 and 𝑧, solve auxiliary recurrence equation for 𝑐 𝑛 ,             
using Algorithm Poly. 



1. Implementations of Algorithm Hyper in Mathematica

Remarks:
• generalization to higher order recurrences: Algorithm Poly in step 6 (method of undetermined 
coefficients) to a larger SLE.

• Maximal complexity if no hypergeometric solution exits (need to check all possible triples 
𝑎 𝑛 , 𝑏 𝑛 , 𝑧 .

• Check triples  𝑎 𝑛 , 𝑏 𝑛 , 𝑧 until generating 𝐾𝑒𝑟 𝐿 ∩ ℒ ℋ௄ (Note: 𝐾𝑒𝑟 𝐿 may need more 
than just hypergeometric sequences to be spanned).

• Coefficient 𝑝௜ᇱ𝑠 are in 𝒫 𝐹 , but hypergeometric solutions y 𝑛  are in ℋ 𝐾 , because:
• Splitting field for the 𝑝௜ᇱ𝑠 
• Spliting fields of the polynomial to solve for the constant 𝑧.

• Algorithm Hyper in Mathematica stops after first solution.                                                                   
→ all soluƟons in ℋ 𝐾 by trying all triples  𝑎 𝑛 , 𝑏 𝑛 , 𝑧 .                                                                   
→ yields a generating set of 𝐾𝑒𝑟 𝐿 ∩ ℒ ℋ௄ , not necessarily a basis.



1. Implementations of Algorithm Hyper in Mathematica

a) Finding all hypergeometric solutions: 

Example 1: 𝑦 𝑛 ൅ 2 െ 2 𝑛 ൅ 2 𝑦 𝑛 ൅ 1 ൅ 𝑛 ൅ 1 𝑛 ൅ 2 𝑦 𝑛 ൌ 0

• Algorithm Hyper gives a first solution:
‐In[1]:= Hyper[y[n + 2] ‐ 2 (n + 2) y[n + 1] + (n + 1) (n + 2) y[n] ⩵ 0, y[n]]
‐Out[1]= {2 + n}

i.e. 𝑆 𝑛 ൌ ௬ ௡ାଵ
௬ ௡

ൌ 𝑛 ൅ 2 and a hypergeometric solution is 𝑦 𝑛 ൌ 𝑛 ൅ 1 !.

• Calling all hypergeometric solutions gives:
‐In[2]:= Hyper[y[n + 2] ‐ 2 (n + 2) y[n + 1] + (n + 1) (n + 2) y[n] ⩵ 0, y[n], SoluƟons → All]
‐Out[2]= {1 + n, (1 + n)2/n, 2 + n}

• This gives the generating set:
{ 𝑛! ; ௡! మ

ሺ௡ିଵሻ!
 ; ሺ𝑛 ൅ 1ሻ! } containing the basis { 𝑛! ; ௡! మ

ሺ௡ିଵሻ!
 }. (the 3rd solution is the sum of the first two).



1. Implementations of Algorithm Hyper in Mathematica

a) Finding all hypergeometric solutions: 

Example 2: 𝑦 𝑛 ൅ 2 െ 2𝑛 ൅ 1 𝑦 𝑛 ൅ 1 ൅ 𝑛ଶ െ 3 𝑦 𝑛 ൌ 0 

• Algorithm Hyper gives a first solution:

‐In[1]:= Hyper[y[n + 2] ‐ (2 n + 1) y[n + 1] + (n^2 ‐ 3) y[n] ⩵ 0, y[n]
Warning: irreducible factors of degree > 1 in trailing coefficient; some solutions may not be found
‐Out[1]= {}

i.e. no solution in ℋ ℚ
→ consider spliƫng field of trailing coefficient 𝑝଴, ℚ 3

• Calling all hypergeometric solutions in ℋሺℚሺ 3ሻ gives:
‐In[2]:= Hyper[y[n + 2] ‐ 2 (n + 2) y[n + 1] + (n + 1) (n + 2) y[n] ⩵ 0, y[n], QuadraƟcs → True, SoluƟons → All]
‐Out[2]= {‐ 3 + n,  3 + n} 

i.e. 𝑆 𝑛 ൌ ௬ ௡ାଵ
௬ ௡

ൌ േ 3 ൅ 𝑛 and hypergeometric solutions is 𝑦 𝑛 ൌ േ 3 ௡.



2. Finding all hypergeometric solutions and more

• Considering all possible triples  𝑎 𝑛 , 𝑏 𝑛 , 𝑧 in Algo Hyper
→ all soluƟons in ℋ 𝐾  
→ actually a generaƟng set for 𝐾𝑒𝑟 𝐿 ∩ ℒ ℋ௄

• Another method: 
• find a first hypergeometric solution
• reduce the order of the recurrence equation (i.e. factorize the recurrence operator) 
• look for a hypergeometric solution for the reduced recurrence, 
• … (repeat)
→ factorizaƟon of the linear recurrence operator 𝐿 as a composition of first‐order 
linear recurrence operators 𝐿 ൌ  𝐿௞𝐿௞ିଵ … 𝐿ଵ. 
→ soluƟons from a larger class of sequences, the d’Alembertian sequences, 

i.e. sequence of the form 𝑦 ൌ ℎଵ ∑ሺℎଶ ∑ሺ…∑ℎ௞ሻሻ , 
where 𝑦 ൌ ∑ℎ means ∆𝑦 𝑛 ൌ 𝑦 𝑛 ൅ 1 െ 𝑦 𝑛 ൌ ℎ 𝑛



a) Outline of reducing order of 𝑳
consider a second‐order linear recurrence: 

 𝑝ଶ 𝑛 𝑦 𝑛 ൅ 2 ൅ 𝑝ଵ 𝑛 𝑦 𝑛 ൅ 1 ൅ 𝑝଴ 𝑛 𝑦 𝑛 ൌ 0

1. Algo Hyper gives a first hypergeometric solution ℎଵ ∈ ℋ 𝐾 .                                          
Note: 𝐿ଵℎଵ ൌ 0 , for some 𝐿ଵ of first order (since by definition                                          
𝑝ଵ 𝑛 ℎଵ 𝑛 ൅ 1 ൅ 𝑝଴ 𝑛 ℎଵ 𝑛 ൌ 0 , for some 𝑝଴ and 𝑝ଵ ∈ 𝒫 𝐾 .

2. look for a solution of the form 𝑦 𝑛 ൌ ℎଵ ∑ℎଶ , where ℎଶ ∈ ℋ 𝐾 .                                
→ subsƟtuƟng for 𝑦 𝑛 in 𝐿𝑦 ൌ 0 
→ a first order recurrence equaƟon which admits ℎଶ ∈ ℋ 𝐾 as a solution.

3. We obtained two solutions ℎଵ and ℎଵ ∑ℎଶ which span 𝐾𝑒𝑟 𝐿 ∩𝒜 ℋ௄ .                     
(Note that ℎଵ ∑ℎଶ is not necessarily hypergeometric.)

2. Finding all hypergeometric solutions and more



Remarks:
• Euclidean division in the ring of linear recurrence operators with coefficients in 
ℛ 𝐾 : 
• shift operator 𝑁 distributes and commutes with linear recurrence operators                          
(rule: 𝑁𝑝 𝑛 ൌ 𝑝 𝑛 ൅ 1 𝑁 ),                                                                                                                 
→ define a mulƟplicaƟon and a division with rest of linear recurrence operators.

• Let 𝑦 ∈ 𝒮 𝐾 s.t. 𝐿𝑦 ൌ 0, and let 𝑀 of minimal order such that 𝑀𝑦 ൌ 0.                                    
→ division of 𝐿 by 𝑀: 𝐿 ൌ 𝑄𝑀 ൅ 𝑅 , 𝑄 and 𝑅 linear recurrence operators, ord(𝑅) < ordሺ𝑀). 
Since 𝐿 and 𝑀 annihilate 𝑦, so does 𝑅 which is then necessarily the zero operator.                        
Hence the operator with minimal order annihilating 𝑦 is a factor of the operator 𝐿.                  
Conversely, if 𝑀𝑦 ൌ 0 then obviously 𝑄𝑀𝑦 ൌ 0 for any 𝑄.

• solving 𝐿𝑦 ൌ 0 is equivalent to factorizing the linear operator as 𝐿 ൌ  𝐿ଶ𝐿ଵ where 
𝐿ଵ is the annihilating operator of 𝑦 of minimal order.                                                    
When 𝑦 is hypergeometric the minimal operator 𝐿ଵ is of first order. 

2. Finding all hypergeometric solutions and more



b) Solutions in d’Alembertian sequences: 

Example: 𝑦 𝑛 ൌ ∑ 3𝑘
𝑘

௡
௞ୀ଴

3𝑛 െ 3𝑘
𝑛 െ 𝑘

• Zeilberger Algo gives 𝐿 such that 𝐿𝑦 ൌ 0 :

 𝐿 ൌ 8 𝑛 ൅ 2 2𝑛 ൅ 3 𝑁ଶ െ 6 36𝑛ଶ ൅ 99𝑛 ൅ 70 𝑁 ൅ 81 3𝑛 ൅ 2 3𝑛 ൅ 4

• Algo Hyper gives a unique solution in 𝐾𝑒𝑟 𝐿 ∩ℋ 𝐾 :
‐In[2]:= Hyper[8 (n + 2) (2 n + 3) y[n + 2] ‐ 6 (36 n^2 + 99 n + 70) y[n + 1] + 81 (3 n + 2) (3 n + 4) y[n] ⩵ 0, y[n], SoluƟons → All]
‐Out[2]= {27/4}

i.e. 𝑆 𝑛 ൌ ௬ ௡ାଵ
௬ ௡

ൌ ଶ଻
ସ
and the fundamental hypergeometric solution is  𝑦 𝑛 ൌ ଶ଻

ସ

௡
.

• We divide 𝐿 by the factor 𝐿ଵ ൌ 4𝑁 െ 27 corresponding to the solution above,                                             
→ 𝐿 ൌ  𝐿ଶ𝐿ଵ , with 𝐿ଶ ൌ 2 𝑛 ൅ 2 2𝑛 ൅ 3 𝑁 െ 3 3𝑛 ൅ 2 3𝑛 ൅ 4 .

2. Finding all hypergeometric solutions and more



b) Solutions in d’Alembertian sequences: 

• We divide 𝐿 by the factor 𝐿ଵ ൌ 4𝑁 െ 27 corresponding to the solution above,                                             
→     𝐿 ൌ  𝐿ଶ𝐿ଵ ,   with    𝐿ଶ ൌ 2 𝑛 ൅ 2 2𝑛 ൅ 3 𝑁 െ 3 3𝑛 ൅ 2 3𝑛 ൅ 4 .

• The first order recurrence 𝐿ଶ𝑦 ൌ 0 writes 𝑦 𝑛 ൅ 1 ൌ ଷ ଷ௡ାଶ ଷ௡ାସ
ଶ ௡ାଶ ଶ௡ାଷ

𝑦 𝑛

→    hypergeometric solution 𝑦 𝑛 ൌ
ଷ௡
௡

ଷ௡ିଵ
.

• Hence a second fundamental solution for the first recurrence equation is:

𝑦 𝑛 ൌ ଶ଻
ସ

௡
∑

ଷ௞
௞

ଷ௞ିଵ
௡
௞ୀ଴

ଶ଻
ସ

ି௞

• Considering the initial values 𝑦 0 ൌ 1 and 𝑦 1 ൌ 6 we get the solution:

𝑦 𝑛 ൌ ଵ
ଶ

ଶ଻
ସ

௡
1 െ ∑

ଷ௞ାଷ
௞ାଵ
ଷ௞ାଶ

௡
௞ୀ଴

ଶ଻
ସ

ି௞

2. Finding all hypergeometric solutions and more



b) Finding all solutions in 𝓛 ℋ௄  :  (i.e. all closed form solutions)

Note:
• If ℎ ∈ ℋ௄ (𝐿ℎ ് 0ሻ, then 𝐿ℎ ∈ ℋ௄ and is similar to ℎ

(write 𝑟 ൌ 𝑁ℎ/ℎ, substitute in 𝐿ℎ and factor out ℎ)

• If ℎ ∈ ℋ௄ s.t. 𝐿ℎ ൌ 0 and ℎ ൌ ∑ ℎ௜௞
௜ୀଵ for ℎ௜’s pairwise dissimilar, 

then 𝐿ℎ௜ ൌ 0 for all 𝑖
(if 𝐿ℎ௜ ് 0 write 𝐿ℎ௜ ൌ 𝑟௜ℎ௜, substitute in 𝐿ℎ ൌ 0, yields ∑ ℎ௜௞

௜ୀଵ ൌ 0 then  𝑟௜ ൌ 0 since  ℎ௜  are dissimilar)

• If ℎ ∈ 𝓛ሺℋ௄ሻ s.t. 𝐿ℎ ൌ 0 then ℎ ൌ ∑ ℎ௜௞
௜ୀଵ for ℎ௜’s s.t. 𝐿ℎ௜ ൌ 0 for all 𝑖. 

sum of similar hypergeometric terms is either hypergeometric or zero,                                                        
so write ℎ ൌ ∑ ℎ௜௞

௜ୀଵ with ℎ௜’s pairwise dissimilar hypergeometric,                       
then substitute in 𝐿ℎ ൌ 0, then follows 𝐿ℎ௜ ൌ 0 for all 𝑖 by previous remark.

It follows that all solutions in 𝓛ሺℋ௄ሻ are spanned by the solutions in ℋ௄ obtained by 
Algorithm Hyper.

2. Finding all hypergeometric solutions and more



Thank you


