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Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetivesContexteReprésentations irrédutibles de Sn ≃ partitions λ ⊢ n.Objetif : étude des valeurs des aratères irrédutibles χλ(π)omme une fontion de λ (en �xant π ∈ Sn).
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Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetivesContexteReprésentations irrédutibles de Sn ≃ partitions λ ⊢ n.Objetif : étude des valeurs des aratères irrédutibles χλ(π)omme une fontion de λ (en �xant π ∈ Sn).Motivation générale : 'est un bon outil pour l'étudeasymptotique des représentations des groupes symétriquestemps de mélange,forme d'un diagramme aléatoire,longueur de la plus longue sous-suite roissante d'un motaléatoire.
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Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetivesContexteReprésentations irrédutibles de Sn ≃ partitions λ ⊢ n.Objetif : étude des valeurs des aratères irrédutibles χλ(π)omme une fontion de λ (en �xant π ∈ Sn).Outils utilisés dans ette thèse :algèbres de fontions sur l'ensemble Y des diagrammes deYoung : graduation, hangement de bases, . . .desription ombinatoire des oe�ients : en partiulier à basede artes.
Diagramme deYoung Carte biolore enrainéeave un yleValentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 2/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetivesRésultats obtenus ObjetifÉtude de la fontion
λ 7→ χλ(π)
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!!
CC

CC
CC

Résultat a�néensuite (Doªega,Féray, �niady 2008)
}}||

||
||Expression en fontiondes oordonnées (p, q)Preuve d'une onjeturede Stanley (Féray 2006)

��

Expression en fontiondes umulants libresPreuve d'une onjeturede Kerov (Féray 2007)
��Amélioration des bornessur les aratères(Féray, �niady 2007) Combinatoire semblable àelles des ensembles ordonnés(Boussiault, Féray 2008)Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 3/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetivesPlan de la présentation1 Fontions sur l'ensemble Y des diagrammes de YoungDé�nitions et paramètresFormule ombinatoire pour les aratèresDegré et omportement asymptotique2 Combinatoire autour des polyn�mes de KerovCumulants libres et polyn�mes de KerovUne algèbre sur les graphesInterprétation des oe�ients3 Synthèse des résultats et perspetivesValentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 4/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Dé�nitions et paramètresFormule ombinatoire pour les aratèresDegré et omportement asymptotiquePartitions et diagrammes de YoungDé�nitionUne partition λ est une suite déroissante presque nulle d'entier
λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λr > λr+1 = 0r = ℓ(λ) est la longueur de la partition, n = |λ| =

∑i λi son poids.Exemple : λ = (4, 2, 2, 1, 0, . . .) ave r = 4, n = 9.Une partition λ sera désormais identi�ée à son diagramme deYoung :
Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 5/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Dé�nitions et paramètresFormule ombinatoire pour les aratèresDegré et omportement asymptotiqueExemples de fontion sur les partitionsOn va dé�nir une famille de fontions indexée par les graphesbiolores.Soit G un graphe biolore et λ une partition :
a

b

c
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Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Dé�nitions et paramètresFormule ombinatoire pour les aratèresDegré et omportement asymptotiqueExemples de fontion sur les partitionsOn va dé�nir une famille de fontions indexée par les graphesbiolores.Soit G un graphe biolore et λ une partition :
a

b

c
a

b cNG (λ) est le nombre de manières de :assoier à haque arête une ase du diagrammeValentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 6/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Dé�nitions et paramètresFormule ombinatoire pour les aratèresDegré et omportement asymptotiqueExemples de fontion sur les partitionsOn va dé�nir une famille de fontions indexée par les graphesbiolores.Soit G un graphe biolore et λ une partition :
a

b

c
a

b cNG (λ) est le nombre de manières de :assoier à haque arête une ase du diagrammeles ases orrespondant aux arêtes ayant la même extrémitéblanhe (resp. noire) sont dans la même ligne (resp. olonne)Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 6/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Dé�nitions et paramètresFormule ombinatoire pour les aratèresDegré et omportement asymptotiqueExemples de fontion sur les partitionsOn va dé�nir une famille de fontions indexée par les graphesbiolores.Soit G un graphe biolore et λ une partition :
a

b

c
a

b, c

NG (λ) est le nombre de manières de :assoier à haque arête une ase du diagrammeles ases orrespondant aux arêtes ayant la même extrémitéblanhe (resp. noire) sont dans la même ligne (resp. olonne)Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 6/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Dé�nitions et paramètresFormule ombinatoire pour les aratèresDegré et omportement asymptotiqueComment érire une fontion sur les diagrammes de Young ?Réponse naturelle : omme une fontion des λi . Par exemple,si G = , on a NG (λ) =
∑i λ2i .
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Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Dé�nitions et paramètresFormule ombinatoire pour les aratèresDegré et omportement asymptotiqueComment érire une fontion sur les diagrammes de Young ?Réponse naturelle : omme une fontion des λi . Par exemple,si G = , on a NG (λ) =
∑i λ2i .Défaut : di�ile de voir l'e�et d'une dilatation λ 7→  • λ (ii, = 4)

7→
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Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Dé�nitions et paramètresFormule ombinatoire pour les aratèresDegré et omportement asymptotiqueComment érire une fontion sur les diagrammes de Young ?Réponse naturelle : omme une fontion des λi . Par exemple,si G = , on a NG (λ) =
∑i λ2i .Défaut : di�ile de voir l'e�et d'une dilatation λ 7→  • λ (ii, = 4)

7→

−→ Nous allons introduire d'autres paramètres.Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 7/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Dé�nitions et paramètresFormule ombinatoire pour les aratèresDegré et omportement asymptotiqueDiagrammes multiretangulairesSoient p et q deux suites presque-nulles d'entiers positifs (ave qdéroissante). On onsidère la partition :
λ(p,q) = q1, . . . , q1

︸ ︷︷ ︸p1 fois , q2, . . . , q2
︸ ︷︷ ︸p2 fois , . . .Diagramme orrespondant (dessiné pourp1 = p3 = 4, p2 = 8, q1 = 16, q2 = 8, q3 = 4) :

q2
q1

q3

p1

p2

p3
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Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Dé�nitions et paramètresFormule ombinatoire pour les aratèresDegré et omportement asymptotiqueUtilisation des oordonnées (p, q)fontion sur Y 7→ fontion de (p,q).Par exemple,NG (λ(p,q)) =
∑

ϕ:V◦(G)→N⋆

∏b∈V◦

pϕ(b) ∏n∈V•

qψ(n),où ψ(n) = maxb voisin de nϕ(b).Si on onsidère les p et les q omme des variables formelles, NG estune série entière homogène de degré |V (G )| (nombre de sommetsde G ). Don NG ( • λ) =  |V (G)|NG (λ).

−→ ela dé�nit une notion de degré sur ertaines fontions sur Y.Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 9/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Dé�nitions et paramètresFormule ombinatoire pour les aratèresDegré et omportement asymptotiqueCoordonnées entrelaées de KerovRegardons le diagramme tourné de 45�(représentation russe).
x0 y1 x1 y2 x2 y3 x3Absisse des oins intérieurs : x0 = −16, x1 = −8, x2 = 4, x3 = 16Absisse des oins saillants : y1 = −12, y2 = −4, y3 = 12Note : transformation linéaire (simple) entre (p,q) et (x, y).Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 10/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Dé�nitions et paramètresFormule ombinatoire pour les aratèresDegré et omportement asymptotiqueCaratères irrédutibles du groupe symétriqueSoit π ∈ Sk . On peut onsidérer la fontion suivante
Φπ :

{ diagrammes de Youngà k ases }

→ C

λ 7→ χλ(π),où χλ est le aratère de la représentation irrédutible Vλ de Sk .Pour avoir une fontion sur Y, il faut utiliser le plongement naturelik,n : Sk →֒ Sn pour n ≥ k (ajout de points �xes).
Φ̃π(λ) =

{
Φik,n(π)(λ) si n = |λ| ≥ k ;0 sinon.Note : Φ̃π ne dépend que du type µ de la partition π.Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 11/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Dé�nitions et paramètresFormule ombinatoire pour les aratèresDegré et omportement asymptotiqueUne bonne renormalisationRenormalisation de aratères : si µ ⊢ k , on pose
Σµ(λ) =







n(n − 1) . . . (n − |µ| + 1)χλ
(ik,n(π)

)

χλ(Idn) si n = |λ| ≥ k ;0 sinon,où π est une partition quelonque de type µ.
Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 12/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Dé�nitions et paramètresFormule ombinatoire pour les aratèresDegré et omportement asymptotiqueUne bonne renormalisationRenormalisation de aratères : si µ ⊢ k , on pose
Σµ(λ) =







n(n − 1) . . . (n − |µ| + 1)χλ
(ik,n(π)

)

χλ(Idn) si n = |λ| ≥ k ;0 sinon.LemmeSoit µ1 et µ2 deux partitions. Alors, en tant que fontion sur Y,
Σµ1 ·Σµ2 =

∑

ν partition νΣνEn fait, 〈Σν〉 = Sym(x− y).Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 12/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Dé�nitions et paramètresFormule ombinatoire pour les aratèresDegré et omportement asymptotiqueUne bonne renormalisationRenormalisation de aratères : si µ ⊢ k , on pose
Σµ(λ) =







n(n − 1) . . . (n − |µ| + 1)χλ
(ik,n(π)

)

χλ(Idn) si n = |λ| ≥ k ;0 sinon.LemmeSoit µ1 et µ2 deux partitions. Alors, en tant que fontion sur Y,
Σµ1 ·Σµ2 =

∑

ν partition νΣνProblèmeExprimer Σµ en fontion de la forme du diagramme.Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 12/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Dé�nitions et paramètresFormule ombinatoire pour les aratèresDegré et omportement asymptotiqueGraphe biolore assoié à deux permutationsDé�nition par l'exemple σ = (1536)(24); τ = (14)(253)(6).
(1 4)

(2 5 3)
(6)

(1 5 3 6)

(2 4)V• ≃ C (σ) (yles de σ)V◦ ≃ C (τ) (yles de τ)Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 13/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Dé�nitions et paramètresFormule ombinatoire pour les aratèresDegré et omportement asymptotiqueGraphe biolore assoié à deux permutationsDé�nition par l'exemple σ = (1536)(24); τ = (14)(253)(6).
1 6

4
2

3 5

(1 4)
(2 5 3)

(6)

(1 5 3 6)

(2 4)Graphe Gσ,τ

{arêtes entre 1 ∈ C (σ) et 2 ∈ C (τ)} ≃ 1 ∩ 2
Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 13/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Dé�nitions et paramètresFormule ombinatoire pour les aratèresDegré et omportement asymptotiqueGraphe biolore assoié à deux permutationsDé�nition par l'exemple σ = (1536)(24); τ = (14)(253)(6).
1 6

4
2

53
(1 4)

(2 5 3)
(6)

(1 5 3 6)

(2 4)Carte Gσ,τStruture de arte naturelle.On peut alors retrouver les permutations à partir de la arte et desétiquettes des arêtes. Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 13/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Dé�nitions et paramètresFormule ombinatoire pour les aratèresDegré et omportement asymptotiqueFormule pour le aratère renormalisé
Théorème (Féray 2006, onjeturé par R. Stanley)Soit µ ⊢ k . En tant que fontion sur Y, on a :

Σµ =
∑

τ,σ∈Sk
τ ·σ=π

±NGτ,σ ,où π est une permutation quelonque de type µ dans Sk .
Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 14/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Dé�nitions et paramètresFormule ombinatoire pour les aratèresDegré et omportement asymptotiqueFormule pour le aratère renormalisé
Théorème (Féray 2006, onjeturé par R. Stanley)Soit µ ⊢ k . En tant que fontion sur Y, on a :

Σµ =
∑

τ,σ∈Sk
τ ·σ=π

±NGτ,σ ,où π est une permutation quelonque de type µ dans Sk .
Σµ est une fontion non homogène de degré |µ| + ℓ(µ).

Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 14/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Dé�nitions et paramètresFormule ombinatoire pour les aratèresDegré et omportement asymptotiqueExemplePrenons µ = (2), π = (12). La somme a 2 termes orrespondant à
(τ, σ) = ((12), Id2) et (τ, σ) = (Id2, (12)).Voii les graphes orrespondants :G1 =

(1, 2)

(2)

(1)

1

2

, G2 =
(1, 2)

(2)

(1)

1

2

.et les fontions assoiées :NG1(λ) =
∑i (λi )2, NG2(λ) =

∑i (λ′i )2.On a alors :
Σ2(λ) =

∑i (λi)2 −∑i (λ′i )2.Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 15/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Dé�nitions et paramètresFormule ombinatoire pour les aratèresDegré et omportement asymptotiqueBorne supérieure pour les NGRappel : NG (λ) est le nombre d'éritures de G dans λ.
a

b

c
a

b c

{Eritures} →֒ hoix d'une ligne ou d'une olonne par sommet.Don, si λ a moins de A lignes et A olonnes (on notera λ ∈ YA),NG (λ) ≤ A|VG | = Adeg(NG )Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 16/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Dé�nitions et paramètresFormule ombinatoire pour les aratèresDegré et omportement asymptotiqueEt sur les aratères ?Soit F ∈ 〈NG 〉. Alors,
∀ λ ∈ YA, |F (λ)| ≤ FAdeg(F ).

Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 17/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Dé�nitions et paramètresFormule ombinatoire pour les aratèresDegré et omportement asymptotiqueEt sur les aratères ?Soit F ∈ 〈NG 〉. Alors,
∀ λ ∈ YA, |F (λ)| ≤ FAdeg(F ).Si F est le aratère renormalisé Σµ, on obtient

∀ λ ∈ YA, |Σµ(λ)| ≤ µA|µ|+ℓ(µ)

⇐⇒

∣
∣
∣
∣

χλ(µ1·)
χλ(Id|λ|) ∣∣∣∣ ≤ µA|µ|+ℓ(µ)

|λ||µ|

Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 17/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Dé�nitions et paramètresFormule ombinatoire pour les aratèresDegré et omportement asymptotiqueEt sur les aratères ?Soit F ∈ 〈NG 〉. Alors,
∀ λ ∈ YA, |F (λ)| ≤ FAdeg(F ).Si F est le aratère renormalisé Σµ, on obtient

∀ λ ∈ YA, |Σµ(λ)| ≤ µA|µ|+ℓ(µ)

⇐⇒

∣
∣
∣
∣

χλ(µ1·)
χλ(Id|λ|) ∣∣∣∣ ≤ µA|µ|+ℓ(µ)

|λ||µ|Si A ≤ D ·
√

|λ| (diagramme dit équilibré, as le plus probable),
∣
∣
∣
∣

χλ(µ1·)
χλ(Id|λ|) ∣∣∣∣ ≤  ′µ,D ( 1

√

|λ|

)|µ|−ℓ(µ)On retrouve un résultat de P. Biane (1998) qui donnait aussi leterme d'ordre |λ|−1/2(|µ|−ℓ(µ)). C'est optimal à une onstante près.Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 17/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Dé�nitions et paramètresFormule ombinatoire pour les aratèresDegré et omportement asymptotiqueEt si la taille de la permutation grandit (un peu) ?La borne sur les NG peut être améliorée.On peut majorer le nombre de termes de haque degré dansl'expression de Σµ en fontion des NG .Cela permet de prouver le résultat suivant :Théorème (Féray, �niady 2007)
∃ a > 0 tel que, ∀ A, ∀ λ ∈ YA, on a :

∣
∣
∣
∣

χλ(µ1·)dimλ

∣
∣
∣
∣
≤

[amax(An , |µ|n )]|µ|−ℓ(µ)

, (1)où n = |λ|. Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 18/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Dé�nitions et paramètresFormule ombinatoire pour les aratèresDegré et omportement asymptotiqueEt si la taille de la permutation grandit (un peu) ?Théorème (Féray, �niady 2007)
∃ a > 0 tel que, ∀ A, ∀ λ ∈ YA, on a :

∣
∣
∣
∣

χλ(µ1·)dimλ

∣
∣
∣
∣
≤

[amax(An , |µ|n )]|µ|−ℓ(µ)

, (1)où n = |λ|.Commentaires :meilleure borne universelle onnue pour l'instant pourA, |µ| = o(n).on a aussi obtenu des bornes sur les termes d'erreurs dans deséquivalents lassiques.Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 18/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Cumulants libres et polyn�mes de KerovUne algèbre sur les graphesInterprétation des oe�ientsTransition ObjetifÉtude de la fontion
λ 7→ χλ(π)

����
��

��Expression en fontiondes oordonnées (p, q)Preuve d'une onjeturede Stanley (Féray 2006)
��Amélioration des bornessur les aratères(Féray, �niady 2007)Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 19/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Cumulants libres et polyn�mes de KerovUne algèbre sur les graphesInterprétation des oe�ientsTransition ObjetifÉtude de la fontion
λ 7→ χλ(π)

����
��

��

��
==

==
==Expression en fontiondes oordonnées (p, q)Preuve d'une onjeturede Stanley (Féray 2006)

��

Expression en fontiondes umulants libresPreuve d'une onjeturede Kerov (Féray 2007)Amélioration des bornessur les aratères(Féray, �niady 2007)Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 19/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Cumulants libres et polyn�mes de KerovUne algèbre sur les graphesInterprétation des oe�ientsLes aratères en fontion des umulantes libresDé�nition des umulants libresRk+1 est la omposante homogène de degré k + 1 de Σk .Note : e n'est pas la dé�nition originale, l'équivalene des deuxayant été prouvé par P. Biane (1998).Existene des polyn�mes de Kerov (Kerov 2000)Il existe un polyn�me Kk à oe�ients entiers, appelé k-ièmepolyn�me de Kerov tel que, en tant que fontion sur Y, on ait
Σk = Kk (R2, . . . ,Rk+1)Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 20/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Cumulants libres et polyn�mes de KerovUne algèbre sur les graphesInterprétation des oe�ientsPolyn�mes de KerovExemples
Σ1 = R2; Σ4 = R5 + 3R3;
Σ2 = R3; Σ5 = R6 + 15R4 + 5R22 + 8R2;
Σ3 = R4 + R2; Σ6 = R7 + 35R5 + 35R2 · R3 + 84R3.Remarques :
Σk est de degré k + 1 et son terme dominant est Rk+1.tous les mon�mes ont un degré total de même parité que k +1.Conjeture (Kerov 2000)

∀ k ≥ 1, les oe�ients de Kk sont positifs.Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 21/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Cumulants libres et polyn�mes de KerovUne algèbre sur les graphesInterprétation des oe�ientsUne preuve de la onjeture de KerovL'expression de Σk en fontion des NG implique (en identi�ant lesomposantes de degré k + 1) :Formule ombinatoire pour les umulantsRk+1 =
∑

τ,σ∈S|µ|
τ ·σ=πGτ,σ arbre ±NGτ,σ .On va voir omment es formules ombinatoires permettentd'interpréter les oe�ients des polyn�mes de Kerov.Théorème (onjeture de Kerov, F. 2007)

∀ k ≥ 1, les oe�ients de Kk sont positifs.Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 22/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Cumulants libres et polyn�mes de KerovUne algèbre sur les graphesInterprétation des oe�ientsUne algèbre de graphe biolore
C[R2,R3, . . .]

= C[Σ1, Σ2, . . .]
= 〈Σµ〉µ partition →֒ N = 〈NG 〉G graphe biolore →֒ C(p,q)on a des expressions ombinatoires des Σk et des Ri dans N .

Σk =
∑graphes±NG , Ri =

∑arbres±NAL'égalité Σk = Kk (R2,R3, . . .) se traduit dans N :
∑graphes±NG =

∑forêts±NFPour bien la omprendre, il faut étudier les relations entre lesgénérateurs de l'algèbre N −→ opération de poinçonnageValentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 23/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Cumulants libres et polyn�mes de KerovUne algèbre sur les graphesInterprétation des oe�ientsPoinçonnageSoit G un graphe biolore et C un yle orienté de G .
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Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Cumulants libres et polyn�mes de KerovUne algèbre sur les graphesInterprétation des oe�ientsPoinçonnageConsidérons l'ensemble des arêtes de C allant d'un sommet blanvers un sommet noir.

Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 24/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Cumulants libres et polyn�mes de KerovUne algèbre sur les graphesInterprétation des oe�ientsPoinçonnageOn onsidère la somme alternée suivante :TC ( )

= + −

Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 24/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Cumulants libres et polyn�mes de KerovUne algèbre sur les graphesInterprétation des oe�ientsPoinçonnageOn onsidère la somme alternée suivante :TC ( )

= + −PropositionN est invariant par poinçonnage. D'où le morphisme d'algèbres
〈G〉/(G = TC (G )

)
։ N

Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 24/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Cumulants libres et polyn�mes de KerovUne algèbre sur les graphesInterprétation des oe�ientsPoinçonnageOn onsidère la somme alternée suivante :TC ( )

= + −PropositionN est invariant par poinçonnage. D'où le morphisme d'algèbres
〈G〉/(G = TC (G )

)
։ NConjetureC'est un isomorphisme.Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 24/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Cumulants libres et polyn�mes de KerovUne algèbre sur les graphesInterprétation des oe�ientsUne algèbre générée par les arbresCorollaire
N = 〈NF 〉F forêtsPour érire NG en fontion des NF il faut itérer le poinçonnage.Plusieurs éritures possibles (pas de on�uene) :N ( )

= N ( )

+ N ( )

− N ( )

= N ( )

+ N ( )

− N ( )Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 25/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Cumulants libres et polyn�mes de KerovUne algèbre sur les graphesInterprétation des oe�ientsPas de on�uene, mais...Fν := (ii, ν = 5, 3, 2, 2)(Doªega, Féray, �niady 2008) Le oe�ient de la forêtminimale Fν ne dépend pas des yles hoisis. On en a mêmeune desription !Si G arte planaire enrainée et si on prend uniquement desyles orientés dans le sens trigonométrique, alors 'eston�uent.(Féray 2007) Résultat similaire pour une arte quelonque (parexemple les Gσ,τ ).Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 26/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Cumulants libres et polyn�mes de KerovUne algèbre sur les graphesInterprétation des oe�ientsShéma de la preuve
Σk

(1)
��

��
��

��
�

��
��

��
��

�

(2)
88

88
88

88

88
88

88
88

∑

±
∏Rji

(3) ∑

σ,τ,...

±N(Gσ,τ )

(4)N( ∑F forêts±F
︸ ︷︷ ︸S1 ) N( ∑F forêts±F

︸ ︷︷ ︸S2 )

(1) polyn�me de Kerov
(2), (3) formules de Σk etRi en fontion des NG
(4) on itère le poinçonnagequi laissent N invariant.

Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 27/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Cumulants libres et polyn�mes de KerovUne algèbre sur les graphesInterprétation des oe�ientsShéma de la preuve
Σk

(1)
��

��
��

��
�

��
��

��
��

�

(2)
88

88
88

88

88
88

88
88

∑

±
∏Rji

(3) ∑

σ,τ,...

±N(Gσ,τ )

(4)N( ∑F forêts±F
︸ ︷︷ ︸S1 ) N( ∑F forêts±F

︸ ︷︷ ︸S2 )

Si on regarde les forêtsminimales,
∏i Rνi = N(Fν)+N ( forêts nonminimales )

Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 27/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Cumulants libres et polyn�mes de KerovUne algèbre sur les graphesInterprétation des oe�ientsShéma de la preuve
Σk

(1)
��

��
��

��
�

��
��

��
��

�

(2)
88

88
88

88

88
88

88
88

∑

±
∏Rji

(3) ∑

σ,τ,...

±N(Gσ,τ )

(4)N( ∑F forêts±F
︸ ︷︷ ︸S1 ) N( ∑F forêts±F

︸ ︷︷ ︸S2 )

Si on regarde les forêtsminimales,
∏i Rνi = N(Fν)+N ( forêts nonminimales )On en déduit :
[
∏i Rνi]Kk = [Fν ]S1

?
= [Fν ]S2.Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 27/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Cumulants libres et polyn�mes de KerovUne algèbre sur les graphesInterprétation des oe�ientsShéma de la preuve
Σk

(1)
��

��
��

��
�

��
��

��
��

�

(2)
88

88
88

88

88
88

88
88

∑

±
∏Rji

(3) ∑

σ,τ,...

±N(Gσ,τ )

(4)N( ∑F forêts±F
︸ ︷︷ ︸S1 ) N( ∑F forêts±F

︸ ︷︷ ︸S2 )

[
∏i Rνi]Kk = [Fν ]S1 ?

= [Fν ]S2.
Les NF ne sont pas linéaire-ment indépendants. Don,en général, S1 6= S2.Le oe�ient de Fν dansune somme de forêts estbien dé�ni dans
〈G〉/(G = TC (G )

)mais pas dans N .Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 27/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Cumulants libres et polyn�mes de KerovUne algèbre sur les graphesInterprétation des oe�ientsShéma de la preuve
Σk

(1)
��

��
��

��
�

��
��

��
��

�

(2)
88

88
88

88

88
88

88
88

∑

±
∏Rji

(3) ∑

σ,τ,...

±N(Gσ,τ )

(4)N( ∑F forêts±F
︸ ︷︷ ︸S1 ) N( ∑F forêts±F

︸ ︷︷ ︸S2 )

[
∏i Rνi]Kk = [Fν ]S1 ?

= [Fν ]S2.
Lemme (di�ile)Ave le hoix partiulier deyles évoquépréédemment pourobtenir (4), alors S1 = S2.Or [Fν ]S2 ne dépend pas duhoix de yles. Don

[Fν ]S1 = [Fν ]S2Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 27/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Cumulants libres et polyn�mes de KerovUne algèbre sur les graphesInterprétation des oe�ientsInterprétation des oe�ientsThéorème (Doªega, Féray, �niady 2008)Le oe�ient de Rs22 Rs33 · · · dans Kk est égal au nombre de triplets
(σ, τ, q) tels que :

σ ◦ τ = (1 . . . k) ;
|C (σ)| = s2 + s3 + · · · ;
|C (σ)| + |C (τ)| = 2s2 + 3s3 + 4s4 + · · · ;q : C (σ) → N

⋆ véri�e q−1(i) = si+1 ;q-ondition des mariages non saturée.Les oe�ients de Kk omptent des fatorisations (olorées)dans Sk !Deux preuves di�érentes, une utilisant les idées présentées ii.Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 28/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetives Cumulants libres et polyn�mes de KerovUne algèbre sur les graphesInterprétation des oe�ientsAlgèbre liée aux ensembles ordonnésLe poinçonnage, généralisé aux graphes orientés, apparaît dans unautre domaine :Soit G un graphe orienté. Posons
L(G ) =

{ ordres totaux ≤ surles sommets de G t.q. (∃ e : v1 → v2 ∈ EG ⇒ v1 ≤ v2)}
ϕ(G ) =

∑

≤∈L(G)

x≤Proposition
〈G 〉/Ker(ϕ) ≃ 〈G 〉/

(G = TC (G )
)Cette remarque a donné lieu à un travail ave A. Boussiault(2008), non exposé ii.Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 29/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetivesSynthèse des résultatsObjetifÉtude de la fontion
λ 7→ χλ(π)

����
��

��

!!
CC

CC
CC

Résultat a�néensuite (Doªega,Féray, �niady 2008)
}}||

||
||Expression en fontiondes oordonnées (p, q)Preuve d'une onjeturede Stanley (Féray 2006)

��

Expression en fontiondes umulants libresPreuve d'une onjeturede Kerov (Féray 2007)
��Amélioration des bornessur les aratères(Féray, �niady 2007) Combinatoire semblable àelles des ensembles ordonnés(Boussiault, Féray 2008)Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 30/31



Fontions sur les diagrammes de YoungCombinatoire autour des polyn�mes de KerovSynthèse des résultats et perspetivesPerspetivesPlusieurs diretions :1 Compter les artes intervenant dans les di�érentes expressionsde Σµ :dans le as des polyn�mes de Kerov, les oe�ients ont desformes non expliquées enore ombinatoirement (méthodeanalytique de Goulden et Rattan et exploration numérique deLassalle).2 Autre famille de fontions sur Y à étudier : fontions de Shurdéalées, fontions puissane des ontenus, . . .3 Appliation à l'asymptotique des représentations : travail enours sur la q-mesure de Planherel ave P.-L. Méliot.Valentin Féray Caratères et polyn�mes de Kerov 31/31
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