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Contexte

@ Représentations irréductibles de S, ~ partitions \ - n.

@ Objectif : étude des valeurs des caractéres irréductibles x* ()
comme une fonction de A (en fixant m € S,).
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Contexte

@ Représentations irréductibles de S, ~ partitions A F n.

@ Objectif : étude des valeurs des caractéres irréductibles ()
comme une fonction de A (en fixant w € S,).
@ Motivation générale : c’est un bon outil pour I'étude
asymptotique des représentations des groupes symétriques
@ temps de mélange,
@ forme d'un diagramme aléatoire,
@ longueur de la plus longue sous-suite croissante d'un mot
aléatoire.
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Contexte

@ Représentations irréductibles de S, ~ partitions A\ - n.

@ Objectif : étude des valeurs des caractéres irréductibles x* ()
comme une fonction de A (en fixant m € S,).

@ Outils utilisés dans cette thése :
o algébres de fonctions sur I'ensemble ) des diagrammes de
Young : graduation, changement de bases, ...
& description combinatoire des coefficients : en particulier & base
de cartes.

Diagramme de
Young

Carte bicolore enracinée
avec un cycle
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Résultats obtenus

Objectif Résultat affiné
Etude de la fonction ensuite (Dotega,
A= xM(7r) Féray, Sniady 2008)

/

~ Z

Expression en fonction
des coordonnées (p, q)
Preuve d'une conjecture
de Stanley (Féray 2006)

Expression en fonction
des cumulants libres
Preuve d'une conjecture
de Kerov (Féray 2007)

|

Amélioration des bornes

Combinatoire semblable a

sur les caractéres celles des ensembles ordonnés

(Féray, Sniady 2007)

(Boussicault, Féray 2008)
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Plan de la présentation

@ Fonctions sur I'ensemble ) des diagrammes de Young
@ Définitions et paramétres
@ Formule combinatoire pour les caractéres
@ Degré et comportement asymptotique

© Combinatoire autour des polynémes de Kerov
@ Cumulants libres et polynémes de Kerov
@ Une algebre sur les graphes

@ Interprétation des coefficients

© Synthése des résultats et perspectives
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Fonctions sur les diagrammes de Young Définitions et paramétres
Formule combinatoire pour les caractéres
Degré et comportement asymptotique

Partitions et diagrammes de Young

Une partition )\ est une suite décroissante presque nulle d’entier

AMLZ X2 2> N1 =0

r = £(\) est la longueur de la partition, n = |A\| = }_ \; son poids.
i

Exemple : A =(4,2,2,1,0,...) avec r=4,n=9.
Une partition A sera désormais identifiée a son diagramme de
Young :
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Fonctions sur les diagrammes de Young Définitions et paramétres
Formule combinatoire pour les caractéres
Degré et comportement asymptotique

Exemples de fonction sur les partitions

On va définir une famille de fonctions indexée par les graphes
bicolores.
Soit G un graphe bicolore et A\ une partition :
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Fonctions sur les diagrammes de Young Définitions et paramétres
Formule combinatoire pour les caractéres
Degré et comportement asymptotique

Exemples de fonction sur les partitions

On va définir une famille de fonctions indexée par les graphes
bicolores.
Soit G un graphe bicolore et A\ une partition :

a
b
a
C
b ¢

Ng(X) est le nombre de maniéres de :

@ associer a chaque aréte une case du diagramme
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Fonctions sur les diagrammes de Young Définitions et paramétres
Formule combinatoire pour les caractéres
Degré et comportement asymptotique

Exemples de fonction sur les partitions

On va définir une famille de fonctions indexée par les graphes
bicolores.
Soit G un graphe bicolore et A\ une partition :

P

Ng(X) est le nombre de maniéres de :
@ associer a chaque aréte une case du diagramme

@ les cases correspondant aux arétes ayant la méme extrémité
blanche (resp. noire) sont dans la méme ligne (resp. colonne)
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Fonctions sur les diagrammes de Young Définitions et paramétres
Formule combinatoire pour les caractéres
Degré et comportement asymptotique

Exemples de fonction sur les partitions

On va définir une famille de fonctions indexée par les graphes
bicolores.
Soit G un graphe bicolore et A\ une partition :

I~

P

Ng(\) est le nombre de maniéres de :
@ associer a chaque aréte une case du diagramme
@ les cases correspondant aux arétes ayant la méme extrémité
blanche (resp. noire) sont dans la méme ligne (resp. colonne)
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Fonctions sur les diagrammes de Young Définitions et paramétres
Formule combinatoire pour les caractéres
Degré et comportement asymptotique

Comment écrire une fonction sur les diagrammes de Young?

@ Réponse naturelle : comme une fonction des A;. Par exemple,

si G = 0<:,onaN<;()\):Z)\,2.
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Fonctions sur les diagrammes de Young Définitions et paramétres
Formule combinatoire pour les caractéres
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Comment écrire une fonction sur les diagrammes de Young?

@ Réponse naturelle : comme une fonction des A;. Par exemple,

si G = 0<:,onaN<;()\):Z)\,2.

o Défaut : difficile de voir I'effet d'une dilatation A — c e A (ici,
c=4)
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Fonctions sur les diagrammes de Young Définitions et paramétres
Formule combinatoire pour les caractéres
Degré et comportement asymptotique

Comment écrire une fonction sur les diagrammes de Young?

@ Réponse naturelle : comme une fonction des A;. Par exemple,

si G = 0<:,onaN<;()\):Z)\,2.

o Défaut : difficile de voir I'effet d'une dilatation A — c e A (ici,
c=4)

—— Nous allons introduire d’'autres paramétres.
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Fonctions sur les diagrammes de Young Définitions et paramétres
Formule combinatoire pour les caractéres
Degré et comportement asymptotique

Diagrammes multirectangulaires

Soient p et q deux suites presque-nulles d’entiers positifs (avec q
décroissante). On considére la partition :

)‘(paq):q17"'7q17q27"'7q27"'

p1 fois p2 fois

Diagramme correspondant (dessiné pour
pl :p3:4’ p2:8’q1 :167 q2:8’ q3:4) :
a3

>

P3

D2

I3

+—>

q2

+——>

q1
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Fonctions sur les diagrammes de Young Définitions et paramétres
Formule combinatoire pour les caractéres
Degré et comportement asymptotique

Utilisation des coordonnées (p, q)

fonction sur Y +— fonction de (p,q).
Par exemple,

Ne(APa) = D> [ pewy 1T 9o

0:Vo(G)—N* bEV, nEVe
ot (n) = max @(b).
b voisin de n

Si on consideére les p et les @ comme des variables formelles, N est
une série entiére homogéne de degré |V(G)| (nombre de sommets
de G). Donc

Ne(c o)) = clVOING(N).

— cela définit une notion de degré sur certaines fonctions sur ).
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Fonctions sur les diagrammes de Young Définitions et paramétres
Formule combinatoire pour les caractéres
Degré et comportement asymptotique

Coordonnées entrelacées de Kerov

Regardons |le diagramme tourné de 45 ° (représentation russe).

I I
I I
I ! I
I ) I
I I I
I I I
I I I
I I I I I
I I I I I
L L L L L
To Y1 X1 Y2 T2 Ys T3

Abscisse des coins intérieurs : xg = —16, x;y = —8, xo = 4, x3 = 16
Abscisse des coins saillants : yi=-12, yo = —4, y3 =12

Note : transformation linéaire (simple) entre (p,q) et (x,y).
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Fonctions sur les diagrammes de Young Définitions et paramétres
Formule combinatoire pour les caractéres
Degré et comportement asymptotique

Caractéres irréductibles du groupe symétrique

Soit m € Sk. On peut considérer la fonction suivante
d|agrarT1mes de Young o C
b a k cases
A= xNm),

ol x> est le caractére de la représentation irréductible V) de Sg.

Pour avoir une fonction sur ), il faut utiliser le plongement naturel
Ikn Sk = Sp pour n > k (ajout de points fixes).

sinon.

- g So=

Note : @, ne dépend que du type u de la partition .
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Fonctions sur les diagrammes de Young Définitions et paramétres
Formule combinatoire pour les caractéres
Degré et comportement asymptotique

Une bonne renormalisation

Renormalisation de caractéres : si u b k, on pose

2, =4 nln=1).. (n—|u|+1)L())) sin=|\>k;

0 sinon,

ol 7 est une partition quelconque de type .
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Fonctions sur les diagrammes de Young Définitions et paramétres
Formule combinatoire pour les caractéres
Degré et comportement asymptotique

Une bonne renormalisation

Renormalisation de caractéres : si u F k, on pose

2,0 =¢ nn=1).. (n—\u\+1)L())) sin=|\>k
0 sinon.

Soit p1 et up deux partitions. Alors, en tant que fonction sur ),

D 2, = Z Xy

v partition

En fait, (X,) = Sym(x —y).
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Fonctions sur les diagrammes de Young Définitions et paramétres
Formule combinatoire pour les caractéres
Degré et comportement asymptotique

Une bonne renormalisation

Renormalisation de caractéres : si u + k, on pose

2,0 =4 nln=1).. (n—|u|+1)L“;)) sin=|\>k;

0 sinon.

Soit u7 et up deux partitions. Alors, en tant que fonction sur ),

L Ly = Z €2y

v partition

Probléme

Exprimer X, en fonction de la forme du diagramme.
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Fonctions sur les diagrammes de Young Définitions et paramétres
Formule combinatoire pour les caractéres
Degré et comportement asymptotique

Graphe bicolore associé a deux permutations

Définition par I'exemple o = (1536)(24); 7 = (14)(253)(6).

(15‘36)

Ve =~ C((0) (cycles de o)
Vo C(7) (cycles de 1)
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Fonctions sur les diagrammes de Young Définitions et paramétres
Formule combinatoire pour les caractéres
Degré et comportement asymptotique

Graphe bicolore associé a deux permutations

Définition par I'exemple o = (1536)(24); 7 = (14)(253)(6).

(1536)

(214)
Graphe Go:7

{arétesentre c; € C(o) et € C(T)}~aNe
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Fonctions sur les diagrammes de Young Définitions et paramétres
Formule combinatoire pour les caractéres
Degré et comportement asymptotique

Graphe bicolore associé a deux permutations

Définition par I'exemple o = (1536)(24); 7 = (14)(253)(6).

Structure de carte naturelle.
On peut alors retrouver les permutations a partir de la carte et des
étiquettes des arétes.
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Fonctions sur les diagrammes de Young D tions et paramétres
Formule combinatoire pour les caractéres
Degré et comportement asymptotique

Formule pour le caractére renormalisé

Théoréme (Féray 2006, conjecturé par R. Stanley)

Soit p F k. En tant que fonction sur ), on a :

2 = Z ZENGT,O,

T,0E€S)

T-O=T

oll m est une permutation quelconque de type i dans Sy.
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Fonctions sur les diagrammes de Young Définitions et paramétres
Formule combinatoire pour les caractéres
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Formule pour le caractére renormalisé

Théoréme (Féray 2006, conjecturé par R. Stanley)

Soit p F k. En tant que fonction sur ), on a :

2 = Z ZENGT,O,

T,0E€S)

T-O=T

oll m est une permutation quelconque de type i dans Sy.

¥, est une fonction non homogeéne de degré |u| + ¢(u).
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Fonctions sur les diagrammes de Young Définitions et paramétres
Formule combinatoire pour les caractéres
Degré et comportement asymptotique

Exemple

Prenons = (2), 7 = (12). La somme a 2 termes correspondant a

(1,0) = ((12),1d,) et (7,0) = (Id2, (12)).
Voici les graphes correspondants :

G]_ == 9 G2 =

et les fonctions associées :

Ne(A) =Y (N)% Ne(A) = (A%

i i

2o(A) =Y (2 =D (2

i i

On a alors :
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Fonctions sur les diagrammes de Young Définitions et paramétres
Formule combinatoire pour les caractéres
Degré et comportement asymptotique

Borne supérieure pour les Ng

Rappel : Ng(X) est le nombre d’écritures de G dans .

P

{Ecritures} < choix d'une ligne ou d'une colonne par sommet.
Donc, si A a moins de A lignes et A colonnes (on notera A € YA),

Ng(\) < AlVel — pdeg(Ne)
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Fonctions sur les diagrammes de Young Définitions et paramétres
Formule combinatoire pour les caractéres
Degré et comportement asymptotique

Et sur les caractéres?

Soit F € (Ng). Alors,
VY Ae VA [F(\)| < cpAdes(F),
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Fonctions sur les diagrammes de Young Définitions et paramétres
Formule combinatoire pour les caractéres
Degré et comportement asymptotique

Et sur les caractéres?

Soit F € (Ng). Alors,
VY Ae VA [F(\)| < cpAdes(F),

Si F est le caractére renormalisé X, on obtient
YA e VA |5, < c AR
XM (pl)

xA(Idjy)

Alnl+0(1)
NI
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Fonctions sur les diagrammes de Young Définitions et paramétres
Formule combinatoire pour les caractéres
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Et sur les caractéres?

Soit F € (Ng). Alors,
VY Ae VA [F(\)| < cpAdes(F),
Si F est le caractére renormalisé X, on obtient

YA e VA |5, < c AR
X)‘(Ml') ‘ Alnl+0(1)

S C S
XAdp) | = Ayl

Si A< D-/|\| (diagramme dit équilibré, cas le plus probable),

|| —£ (1)
xM(ul) y 1
- PV

‘X*('du)
On retrouve un résultat de P. Biane (1998) qui donnait aussi le
terme d’ordre |A|~1/2(1I=€)  C'est optimal & une constante prés.
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Fonctions sur les diagrammes de Young Définitions et paramétres
Formule combinatoire pour les caractéres
Degré et comportement asymptotique

Et si la taille de la permutation grandit (un peu)?

@ La borne sur les Ng peut &tre améliorée.

@ On peut majorer le nombre de termes de chaque degré dans
I'expression de ¥, en fonction des Ng.

Cela permet de prouver le résultat suivant :
Théoréme (Féray, Sniady 2007)
da > 0 tel que, V A, VYAe VA ona:
YL A la|—£(p)
M S |:amaX <_’M>:| , (1)

dim \ n’ n

ou n= |\
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Fonctions sur les diagrammes de Young Définitions et paramétres
Formule combinatoire pour les caractéres
Degré et comportement asymptotique

Et si la taille de la permutation grandit (un peu)?

Théoreme (Féray, Sniady 2007)
Ja>0telque, VA VAeVA ona:

LD < [oman (4, 14)] e ()

dim \ n’ n

ol n=|Al

Commentaires :
@ meilleure borne universelle connue pour I'instant pour
A, || = o(n).
@ on a aussi obtenu des bornes sur les termes d’erreurs dans des
équivalents classiques.
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Cumulants libres et polynémes de Kerov
Combinatoire autour des polynédmes de Kerov Une algébre sur les g hes
Interprétation des coefficients

Transition

Objectif
Etude de la fonction
A= x A7)

/

Expression en fonction
des coordonnées (p, q)
Preuve d’une conjecture
de Stanley (Féray 2006)

|

Amélioration des bornes
sur les caractéres
(Féray, Sniady 2007)
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Cumulants libres et polynémes de Kerov
Combinatoire autour des polynémes de Kerov Une algébre sur les graphes
Interprétation des coefficients

Transition
Objectif
Etude de la fonction
X = x ()
Expression en fonction Expression en fonction
des coordonnées (p, q) des cumulants libres
Preuve d’une conjecture Preuve d'une conjecture
de Stanley (Féray 2006) de Kerov (Féray 2007)

|

Amélioration des bornes
sur les caractéres
(Féray, Sniady 2007)
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Cumulants libres et polynémes de Kerov
Combinatoire autour des polynémes de Kerov Une algébre sur les graphes
Interprétation des coefficients

Les caractéres en fonction des cumulantes libres

Définition des cumulants libres

Ri1 est la composante homogene de degré k + 1 de Y.

Note : ce n’est pas la définition originale, I'équivalence des deux
ayant été prouvé par P. Biane (1998).

Existence des polynémes de Kerov (Kerov 2000)

Il existe un polyndme K a coefficients entiers, appelé k-iéme
polynéme de Kerov tel que, en tant que fonction sur ), on ait

Yk =Ki(Rz, ..., Rky1)
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Cumulants libres et polynémes de Kerov
Combinatoire autour des polynédmes de Kerov Une algébre sur les graphes
Interprétation des coefficients

Polynémes de Kerov

21 = Ra; 24 = Rs + 3Rj;

2> = hRs; Y5 = Re + 15Rs + 5R2 + 8Ry;

X3 =Ry + Ry; Yo = Ry +35Rs + 35R> - R + 84R;.
Remarques :

@ X est de degré k + 1 et son terme dominant est Ry 1.

@ tous les mondémes ont un degré total de méme parité que k+ 1.

Conjecture (Kerov 2000)

YV k > 1, les coefficients de K sont positifs.
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Cumulants libres et polynémes de Kerov
Combinatoire autour des polynémes de Kerov Une algébre sur les graphes

Interprétation des coefficients

Une preuve de la conjecture de Kerov

L'expression de Xy en fonction des Ng implique (en identifiant les
composantes de degré k + 1) :

Formule combinatoire pour les cumulants

Resi= Y +Ngro.

G7>9 arbre

On va voir comment ces formules combinatoires permettent
d'interpréter les coefficients des polynémes de Kerov.

Théoréme (conjecture de Kerov, F. 2007)

V k > 1, les coefficients de K sont positifs.
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Cumulants libres et polynémes de Kerov
Combinatoire autour des polynémes de Kerov Une algébre sur les graphes
Interprétation des coefficients

Une algébre de graphe bicolore

C[R2, R3,.. ]
= (C[El, 2o, .. ] — N = (NG>G graphe bicolore (C(p7 q)
= <Eu>u partition

@ on a des expressions combinatoires des X et des R; dans A.
Sk= Y £Ng, Ri=) *Nj
graphes arbres
o L'égalité Xy = Ki(R2, R3,...) se traduit dans NV :
S o= Y e
graphes foréts

@ Pour bien la comprendre, il faut étudier les relations entre les
générateurs de I'algébre N/ — opération de poinconnage
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Cumulants libres et polynémes de Kerov
Combinatoire autour des polynémes de Kerov Une algébre sur les graphes
Interprétation des coefficients

Poinconnage

Soit G un graphe bicolore et C un cycle orienté de G.
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Cumulants libres et polynémes de Kerov
Combinatoire autour des polynémes de Kerov Une algébre sur les graphes
Interprétation des coefficients

Poinconnage

Considérons I'ensemble des arétes de C allant d'un sommet blanc
vers un sommet noir.

O O | ]
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Cumulants libres et polynémes de Kerov
Combinatoire autour des polynémes de Kerov Une algébre sur les graphes
Interprétation des coefficients

Poinconnage

On considére la somme alternée suivante :
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Cumulants libres et polynémes de Kerov
Combinatoire autour des polynémes de Kerov Une algébre sur les graphes
Interprétation des coefficients

Poinconnage

On considére la somme alternée suivante :

(L)

Proposition

N est invariant par poinconnage. D'ol le morphisme d'algébres

(G)/(G=Tc(G)) » N
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Cumulants libres et polynémes de Kerov
Combinatoire autour des polynémes de Kerov Une algébre sur les graphes
Interprétation des coefficients

Poinconnage

On considére la somme alternée suivante ;
o—=e

Proposition

N est invariant par poinconnage. D'oli le morphisme d'algébres

(6)/(G =Tc(G)) » N

C’est un isomorphisme.
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Cumulants libres et polynémes de Kerov
Combinatoire autour des polynémes de Kerov Une algébre sur les graphes
Interprétation des coefficients

Une algebre générée par les arbres

Corollaire

N - (NF>F foréts

Pour écrire Ng en fontion des Ng il faut itérer le poingconnage.
Plusieurs écritures possibles (pas de confluence) :

(11)
(D) (T )T
(T (L) ()
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Cumulants libres et polynémes de Kerov
Combinatoire autour des polynémes de Kerov Une algébre sur les graphes
Interprétation des coefficients

Pas de confluence, mais...

F, = %@ O\/O (ici, v = 5,3,2,2)

o (Dotega, Féray, Sniady 2008) Le coefficient de la forét
minimale F,, ne dépend pas des cycles choisis. On en a méme
une description !

@ Si G carte planaire enracinée et si on prend uniquement des
cycles orientés dans le sens trigonométrique, alors c’est
confluent.

o (Féray 2007) Résultat similaire pour une carte quelconque (par
exemple les G77).
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Cumulants libres et polynémes de Kerov
Combinatoire autour des polynédmes de Kerov Une algébre sur les graphes
Interprétation des coefficients

Schéma de la preuve

/e

iHR Z +N(G>T) (1) polyndéme de Kerov

O,T,..

(2),(3) formules de Xy et

(3) (4) R; en fonction des Ng
N( Z +F)  N( Z +F) (4) on itére le poingonnage
Fforéts Ffotts  qui laissent N invariant.
51 S2
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Cumulants libres et polynémes de Kerov
Combinatoire autour des polynédmes de Kerov Une algébre sur les graphes
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Schéma de la preuve

Si on regarde les foréts

(/ \ minimales,

foréts non
:l:N o, T =
iH R;; Z G*7) H Ry = N(F,)+N ( minimales >

®3) (4)

MY ) N( YD +F)

F foréts F foréts
~——
S1 Sz
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Schéma de la preuve

Si on regarde les foréts

/ \ minimales,

foréts non
:l:N o, T =
iH R;; Z G*7) H Ry = N(F,)+N ( minimales >

3) (4) On en déduit :
N( Z :I:F) N( Z iF) [H R, | Kk = [F.]S1
F foréts F foréts ;
S S. I ?
! 2 = [F,]S..
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Schéma de la preuve

/ \ Les NF ne sont pas linéaire-
ment indépendants. Donc,
iHR Z +N(G”") en geénéral, S, # S».

O,T,..

Le coefficient de F, dans

3 ) une somme de foréts est
N( Z LF) N( Z LF) bien défini dans
Lot Lo (6)/(6=Tc(6))
S1 S

mais pas dans .

Kk = [F)]S1 = [F,,]Sg.

1~
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Schéma de la preuve

/ \ Lemme (difficile)

iH R; Z +N(G?")  Avec le choix particulier de
O cycles évoqué

précédemment pour

®) *) obtenir (4), alors $; = S5.

N( Y £F) N( Y %F) 0r[F]S, ne dépend pas du

[loréts Fforéts choix de cycles. Donc
51 S2

[Fu]sl — [Fu]52
Ky = [F,]S1 = [F]S:.

1~
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Interprétation des coefficients

Théoréme (Dotega, Féray, Sniady 2008)
Le coefficient de R3?R3® - -+ dans K est égal au nombre de triplets
(0,7,q) tels que :

@cor=(1...k);

o |C(o)l=s2+s3+--;

o |C(o)|+|C(7)| =252+ 3s3+4s4+ -+ ;

e q: C(0) — N* vérifie g71(i) = sjy1;

@ (-condition des mariages non saturée.

Les coefficients de Ky comptent des factorisations (colorées)
dans S !
Deux preuves différentes, une utilisant les idées présentées ici.
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Algébre liée aux ensembles ordonnés

Le poinconnage, généralisé aux graphes orientés, apparait dans un
autre domaine :
Soit G un graphe orienté. Posons

£(6) = ordres totaux < sur
les sommets de G

p(G)= > x*

<eL(G)

t.q. (3e:v1—>v2€E(;:>v1§v2)}

Proposition

(G)/ Ker(p) = (G)/(G = Tc(G))

Cette remarque a donné lieu a un travail avec A. Boussicault
(2008), non exposé ici.
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Synthése des résultats

Objectif Résultat affiné
Etude de la fonction ensuite (Dotega,
A= xM(7r) Féray, Sniady 2008)
/ N /
Expression en fonction Expression en fonction
des coordonnées (p, q) des cumulants libres
Preuve d'une conjecture Preuve d'une conjecture
de Stanley (Féray 2006) de Kerov (Féray 2007)
!
Amélioration des bornes Combinatoire semblable a
sur les caractéres celles des ensembles ordonnés
(Féray, Sniady 2007) (Boussicault, Féray 2008)
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Perspectives

Plusieurs directions :

© Compter les cartes intervenant dans les différentes expressions
de X, :
dans le cas des polynémes de Kerov, les coefficients ont des
formes non expliquées encore combinatoirement (méthode
analytique de Goulden et Rattan et exploration numérique de
Lassalle).

@ Autre famille de fonctions sur Y a étudier : fonctions de Schur
décalées, fonctions puissance des contenus, ...

© Application a I'asymptotique des représentations : travail en
cours sur la g-mesure de Plancherel avec P.-L. Méliot.
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