
Trois problèmes di�érentsOutils et preuveAutour des éléments de Ju
ys-Murphy : équivalen
ede trois problèmes 
ombinatoiresValentin FérayLaboratoire d'Informatique de l'Institut Gaspard-MongeUniversité Paris-Est Marne-La-ValléeJournée du GT Combinatoire algébriqueInstitut Camille Jordan, 15/16 juin 2009
Valentin Féray Éléments de JM et 
ombinatoire 1/9



Trois problèmes di�érentsOutils et preuveIntrodu
tionObje
tif : montrer l'équivalen
e des problèmes suivants1 
ompte nombre de fa
torisations transitives d'une permutation
σ en utilisant (1 n), . . . , (n − 1 n).2 
al
ul de la tra
e sur Q[Sn] des puissan
es de
(⋆ 1) + . . . + (⋆ n).3 
al
ul des fon
tions puissan
es X r1 + . . . + X rn des éléments deJu
ys-Murphy Xi = (1 i) + . . . (i − 1 i).
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ompte nombre de fa
torisations transitives d'une permutation
σ en utilisant (1 n), . . . , (n − 1 n).2 
al
ul de la tra
e sur Q[Sn] des puissan
es de
(⋆ 1) + . . . + (⋆ n).3 
al
ul des fon
tions puissan
es X r1 + . . . + X rn des éléments deJu
ys-Murphy Xi = (1 i) + . . . (i − 1 i).Outils :1 propriétés des éléments de Ju
ys-Murphy2 algèbre des permutations partielles (Ivanov, Kerov 1999)
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1 Trois problèmes di�érentsPrésentation des problèmesÉnon
é du résultat prin
ipal2 Outils et preuveAlgèbre des permutations partiellesÉléments de JM et leur analogue partielLien ave
 les problèmes pré
édents
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Trois problèmes di�érentsOutils et preuve Présentation des problèmesÉnon
é du résultat prin
ipalFa
torisations transitives étoiléesLes transpositions (1 n), (2 n), . . . , (n − 1 n) engendrent le groupesymétrique Sn.ProblèmeSoit σ une permutation et r un entier. Compter le nombre dedé
ompositions
σ = (i1 n) · · · (ir n),où 
haque entier de 1 à n − 1 apparaît au moins une fois.
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torisations transitives étoiléesLes transpositions (1 n), (2 n), . . . , (n − 1 n) engendrent le groupesymétrique Sn.ProblèmeSoit σ une permutation et r un entier. Compter le nombre dedé
ompositions
σ = (i1 n) · · · (ir n),où 
haque entier de 1 à n − 1 apparaît au moins une fois.
as r minimal : J. Irving et A. Rattan (2007).
as général : I.P. Goulden et D.M. Ja
kson (2009).Fait surprenantCe nombre ne dépend que du type de σ (alors que n joue un r�leparti
ulier !). Valentin Féray Éléments de JM et 
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Trois problèmes di�érentsOutils et preuve Présentation des problèmesÉnon
é du résultat prin
ipalFon
tions puissan
es des éléments de JMDé�nition des éléments de Ju
ys-Murphy :Xi = (1 i) + (2 i) + · · · + (i − 1 i) ∈ Q[Sn]Propriétés des éléments de JMLes Xi 
ommutent 2 à 2.
{P(X1, . . . ,Xn),P ∈ Sym} = Z (Q[Sn]).
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ys-Murphy :Xi = (1 i) + (2 i) + · · · + (i − 1 i) ∈ Q[Sn]Propriétés des éléments de JMLes Xi 
ommutent 2 à 2.
{P(X1, . . . ,Xn),P ∈ Sym} = Z (Q[Sn]).En parti
ulier, les fon
tions puissan
espr (X1, . . . ,Xn) = X r1 + · · · + X rnsont 
entrales.ProblèmeÉ
rire 
es éléments sur la base (Cλ)λ⊢n.Formule de A. Las
oux et J.Y. Thibon (2001).Valentin Féray Éléments de JM et 
ombinatoire 5/9



Trois problèmes di�érentsOutils et preuve Présentation des problèmesÉnon
é du résultat prin
ipalTra
es de la puissan
e d'un élément de JMRappel : Xn+1 = (1 n + 1) + . . . (n n + 1) ∈ Q[Sn+1].Dé�ntionMrn = E(X rn+1), où E est l'appli
ation linéaire dé�nie par
E(σ) =

{

σ si σ(n + 1) = n + 1;0 sinon.éléments 
entraux introduits par P. Biane (1998) pour étudier le
omportement asymptotique des 
ara
tères irrédu
tibles du groupesymétriqueProblèmeÉ
rire 
es éléments sur la base (Cλ)λ⊢n.P. Biane a 
al
ulé le terme dominant en n de 
ertains 
oe�
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Trois problèmes di�érentsOutils et preuve Présentation des problèmesÉnon
é du résultat prin
ipalÉquivalen
e des trois problèmesThéorèmeFixons r ∈ N⋆. Il existe des entiers (gλ)λ partition, 
ara
térisés par lepoint 1 ou 2, tels que :1 Le nombre de fa
torisations étoilées transitives de longueur rd'une permutation σ ∈ Sn de type λ ⊢ n est gλ.2 Si, pour |λ| ≤ n, on note aλ;n =
(n−|λ|+m1(λ)m1(λ)

)C
λ1n−|λ| , alors

∀ n, pr (X1, . . . ,Xn) =
∑

|λ|≤n gλaλ;n.3 Ave
 la même notation,
∀ n, Mrn =

∑

|λ|≤n gλ∪1aλ;n.Valentin Féray Éléments de JM et 
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Trois problèmes di�érentsOutils et preuve Présentation des problèmesÉnon
é du résultat prin
ipalConséquen
es1 Preuve sans 
al
ul du fait surprenant du slide 4 :PropositionLe nombre de fa
torisations étoilées transitives d'une permutation σne dépend que de son type 
y
lique.2 Les résultats de Goulden/Ja
kson et de Las
oux/Thibon sontéquivalents.3 On peut déduire de 
es résultats une formule pour les élémentsde Biane. Valentin Féray Éléments de JM et 
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Trois problèmes di�érentsOutils et preuve Lien ave
 les problèmes pré
édents
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