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⇒ Algorithme de dé
omposition non 
on�uent (même àisomoprhisme près).C'est l'exemple le plus simple. Pourtant, pas de forêts tq
#
 .
 . = |V•|.Valentin Féray (ave
 P. � et M. D.) Mariages et polyn�mes de Kerov 4/20



Dé
omposition de graphes en somme alternée de forêtsAppli
ation aux représentations du groupe symétrique Nombre de forêts minimalesOutil : équations de transportEsquisse de preuveForêts minimalesDé�nitionUne forêt bi
olore est dite minimale si tous ses sommets bleus sontdans des 
omposantes distin
tes.ExempleVoi
i la forêt minimale Fν de taille ν = 5, 3, 2, 2 :
Valentin Féray (ave
 P. � et M. D.) Mariages et polyn�mes de Kerov 5/20



Dé
omposition de graphes en somme alternée de forêtsAppli
ation aux représentations du groupe symétrique Nombre de forêts minimalesOutil : équations de transportEsquisse de preuveForêts minimalesDé�nitionUne forêt bi
olore est dite minimale si tous ses sommets bleus sontdans des 
omposantes distin
tes.ExempleVoi
i la forêt minimale Fν de taille ν = 5, 3, 2, 2 :
Théorème (DF� 2008)Le nombre de forêts minimales de taille ν �xée après itération denos transformations sur un graphe bi
olore G ne dépend pas des
y
les 
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é pré
isDé�nitionSoit q : V•(G ) → {2, 3, . . .}. Une q-forêt est une sous-forêtminimale de G telle que tout sommet bleu n ∈ V• ait q(n) − 1voisins.Théorème (DF� 2008)Après itération de nos transformations sur un graphe G , la sommedes 
oe�
ients des q-forêts vaut :
(−1)|V•(G)|−#
.
.(G) si ∀A ⊂ V•, |Voisins(A)| ≥

∑n∈A (q(n)− 1)ave
 égalité ssi A est l'ensemble de sommetsbleus d'une union de 
omposantes 
onnexes de G ,0 sinon.Déf : un graphe G véri�ant 
ette 
ondition est dit q-admissible.Valentin Féray (ave
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 le lemme des mariages de Hall
Théorème (Lemme des mariages, version polygame)G 
ontient une q-forêt

⇐⇒ ∀A ⊂ V•, |Voisins(A)| ≥
∑n∈A (q(n) − 1)La q-admissibilité s'é
rit de la même manière, mais ave
 des
onditions pré
ises d'égalité.
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b
c

d
e

f

3

2Graphe bi
olore G munide q : V• → {2, 3, . . .} système asso
ié
−→ (SqG )







xa + xb + x
 =3− 1xd + xe + xf =2− 1xa + xd = 1xb + xe = 1x
 + xf = 1
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xa + xb + x
 =3− 1xd + xe + xf =2− 1xa + xd = 1xb + xe = 1x
 + xf = 1Proposition : G est q-admissible
⇔ Existen
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le C orienté.
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Trois types d'arête :e ∈ E \ C en trait pleine ∈ HE (C ) (
elles qu'on e�a
edans la transformation) : petitpoitillée ∈ C \HE (C ) : grand pointillé
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ation aux représentations du groupe symétrique Nombre de forêts minimalesOutil : équations de transportEsquisse de preuveLien ave
 notre transformationSoit (xe)e∈EG une solution de (SqG ).
-t +t

+t -t

On dé�nit (ye) pare ∈ E \ C : ye = xee ∈ HE (C ) : ye = xe − te ∈ C \ HE (C ) : ye = xe + tAlors (ye)e∈EG est solution de (SqG ).
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{(xe) ∈ R
E
>0sol de (SqG ) tel que arg mine∈HE(C)

xe = A}

︸ ︷︷ ︸SolA(G)
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olore, C 
y
le orientéSol(G ) =
⊔A⊂HE(C)

{(xe) ∈ R
E
>0sol de (SqG ) tel que arg mine∈HE(C)

xe = A}

︸ ︷︷ ︸SolA(G)Retirer leur valeur minimale aux (xe)e∈HE(C) et l'ajouter aux
(xe)e∈C\HE(C) dé�nit une opération SolA(G ) → Sol(G \ A).En parti
ulier, SolA(G ) 6= ∅ ⇐⇒ G \ A q-admissible.Dans 
e 
as, dim ( SolA(G )

)
= dim (Sol(G \ A)

)
+ 1.Valentin Féray (ave
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χ(Sol(G )) =
∑A⊂HE(C)

χ(SolA(G ))

(−1)dim(Sol(G))δGq-adm =
∑A⊂HE(C)

(−1)dim(Sol(G\A))+1δG\A q-admLes dimensions sont fa
iles à 
al
uler. On obtient :ThéorèmeLe nombre de graphes q-admissibles 
omptés ave
 la multipli
ité
(−1)# 
omp. 
onnexes est invariant par nos transformations.
→ implique immédiatement le résultat annon
é.Valentin Féray (ave
 P. � et M. D.) Mariages et polyn�mes de Kerov 12/20
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χλ(µ) : valeur du 
ara
tère de la représentation indexée par λsur une permutation de type µOn la renormalise et on la regarde 
omme une fon
tion de λ(si |λ| ≤ |µ|, on 
omplète µ ave
 des parts égales à 1) :

Σµ(λ) = n(n − 1) . . . (n − |µ| + 1)
︸ ︷︷ ︸

|µ| termes χλ(µ1|λ|−|µ|)

χλ(Id|λ|)
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 des parts égales à 1) :

Σµ(λ) = n(n − 1) . . . (n − |µ| + 1)
︸ ︷︷ ︸

|µ| termes χλ(µ1|λ|−|µ|)

χλ(Id|λ|)On 
her
he à l'exprimer à partir d'autres fon
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∀λ,Σk(λ) = Kk(R2(λ),R3(λ), . . .)Conje
ture (Kerov 2000, publiée par Biane)Les 
oe�
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onje
ture de KerovUne formule 
ombinatoire pour les 
ara
tères irrédu
tiblesInterprétation 
ombinatoire des polyn�mes de KerovGraphe bi
olore asso
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(1 4)

(2 5 3)
(6)

(1 5 3 6)

(2 4)Graphe Gσ,τ

# d'arêtes entre 
1 ∈ C (σ) et 
2 ∈ C (τ) = |
1 ∩ 
2|
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ation aux représentations du groupe symétrique La 
onje
ture de KerovUne formule 
ombinatoire pour les 
ara
tères irrédu
tiblesInterprétation 
ombinatoire des polyn�mes de KerovFormules pour les 
ara
tères et les 
umulantsThéorème (Stanley, F., �niady 2007)
Σk =

∑

σ,τ∈Sk
σ◦τ=(1 ... k)

±N(Gσ,τ ); (1)Rk+1 =
∑

σ,τ∈Sk
σ◦τ=(1 ... k)Gσ,τ arbre ±N(Gσ,τ ), (2)où N asso
ie à un graphe bi
olore une fon
tion sur les partitions etest laissée invariante par nos transformations.Valentin Féray (ave
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ation aux représentations du groupe symétrique La 
onje
ture de KerovUne formule 
ombinatoire pour les 
ara
tères irrédu
tiblesInterprétation 
ombinatoire des polyn�mes de KerovLien ave
 la première partie
Σk

(1)
��

��
��

��
�

��
��

��
��

�

(2)
88

88
88

88

88
88

88
88

∑

±
∏Rji

(3) ∑

σ,τ,...

±N(Gσ,τ )

(4)N( ∑F forêts±F
︸ ︷︷ ︸A ) N( ∑F forêts±F

︸ ︷︷ ︸B )

(1) polyn�me de Kerov
(2 − 3) formules du slidepré
édent pour Σk et Rk+1
(4) on itère nos transforma-tions qui laissent N invari-ant
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Les N(F ) ne sont paslinéairement indépendants.Don
, en général, A 6= B .Boîte noireSi on 
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y
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Si on regarde les forêts min-imales,
∏i Rνi = N(Fν)+N ( forêts nonminimales )On en déduit :
[
∏i Rνi]Kk = [Fν ]A = [Fν ]B .2e égalité : A = B ave
 unbon 
hoix de 
y
les, mais

[Fν ]B ne dépend pas de 
e
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Dé
omposition de graphes en somme alternée de forêtsAppli
ation aux représentations du groupe symétrique La 
onje
ture de KerovUne formule 
ombinatoire pour les 
ara
tères irrédu
tiblesInterprétation 
ombinatoire des polyn�mes de KerovNotre résultatThéorèmeLe 
oe�
ient de Rs22 Rs33 · · · dans Kk est égal au nombre de triplet
(σ, τ, q) tels que :

σ ◦ τ = (1 . . . k) ;
|C (σ)| = s2 + s3 + · · · ;
|C (σ)| + |C (τ)| = 2s2 + 3s3 + 4s4 + · · · ;q : C (σ) → {2, 3, . . .} véri�e q−1(i) = si − 1 ;Gσ,τ est q-admissible.Les 
oe�
ients de Kk 
omptent des fa
torisations (
olorées) dansSk ! Valentin Féray (ave
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ation aux représentations du groupe symétrique La 
onje
ture de KerovUne formule 
ombinatoire pour les 
ara
tères irrédu
tiblesInterprétation 
ombinatoire des polyn�mes de KerovEt la suite...Autres résultats valable pour tout 
hoix de bou
les ? Pas de
onje
tures pour l'instant...Par 
ontre, si G a une stru
ture de 
artes, il y a un 
hoix debou
les intéressants. Cal
ul des 
oe�
ients des forêts ?Dénombrement des triplets admissibles... Peut-on obtenir unesérie génératri
e ? Des résultats sur la forme des 
oe�
ients(polyn�mes en telles variables, et
...) ?Les relations utilisées i
i sont-elles les seules pour les N ? Sioui, N(A) = N(B) ⇒ [Fν ]A = [Fν ]B et on n'aurait plus besoinde la boîte noire...Valentin Féray (ave
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ture de KerovUne formule 
ombinatoire pour les 
ara
tères irrédu
tiblesInterprétation 
ombinatoire des polyn�mes de KerovMer
i
Mer
i pour votre attention !Des questions ?
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