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N —
Contexte

@ Donnée : poset P, i.e. {1,...,n} muni d'un ordre < (partiel).

@ Question : nombre d'ordres totaux raffinant cet ordre (= : extensions
linéaires) ?
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N —
Contexte

@ Donnée : poset P, i.e. {1,...,n} muni d'un ordre < (partiel).
@ Question : nombre d'ordres totaux raffinant cet ordre (= : extensions
linéaires) ?
@ Exemple : 1 <24 et 2,3<4.
Extensions linéaires :

1234, 1324, 3124.

ll'yena3.
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N —
Contexte

@ Donnée : poset P, i.e. {1,...,n} muni d'un ordre < (partiel).
@ Question : nombre d'ordres totaux raffinant cet ordre (= : extensions
linéaires) ?
@ Exemple : 1 <24 et 2,3<4.
Extensions linéaires :

1234, 1324, 3124.

I 3.
. yena

@ Motivations : arbres binaires croissants (bijection avec les
permutations), tableaux de Young (représentations du groupe
symétrique).
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N —
Contexte

@ Donnée : poset P, i.e. {1,...,n} muni d'un ordre < (partiel).
@ Question : nombre d'ordres totaux raffinant cet ordre (= : extensions
linéaires) ?
@ Exemple : 1 <24 et 2,3<4.
Extensions linéaires :

1234, 1324, 3124.

I 3.
. yena

@ Motivations : arbres binaires croissants (bijection avec les
permutations), tableaux de Young (représentations du groupe
symétrique).

@ Ici : approche algébrique
= nouvelle preuve et généralisation de formules connues.
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Plan

© Quelques formules connues (ou non)
© Approche algébrique : séries de Hilbert
e Générateurs et relations

@ Cas simple : arbres décorés
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Quelquesiformulesicennucs)(eulnion)
Formules des équerres pour les arbres

Cas ou P est un arbre.
Nombre d’extensions linéaires (Knuth,

9 73) :
n!
£(P) = 5
vepr

h, : taille du sous-arbre accroché en v.
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Quelquesiformulesicennucs)(eulnion)
Formules des équerres pour les arbres

Cas ou P est un arbre.
Nombre d’extensions linéaires (Knuth,

9 73) :
n!
P)| =
£(P) = 5
veP
A 8x7x6x4 = 1344
BRI

h, : taille du sous-arbre accroché en v.
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Introduction Quelques formules connues (ou non)

Preuve (par récurrence)

Extension linéaire de P =
(mélange d'extensions linéaires
de P; et Pz) -9

Exemple : 163254789.
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Introduction Quelques formules connues (ou non)

Preuve (par récurrence)

Extension linéaire de P =
(mélange d'extensions linéaires
de P; et Pg) -9

Exemple : 163254789.

Nb d'extensions de Py : |P1|!/(I],cp, hv)-
Nb d'extensions de > : | V/(T],cp, hv)-

) P1|+|P> P|-1)!
Nb de mélanges : (‘ 1“;1” *‘) = 7“(3‘1“‘ |P)2|!
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Introduction Quelques formules connues (ou non)

Preuve (par récurrence)

Extension linéaire de P =
(mélange d'extensions linéaires
de Py et ) -9

Exemple : 1632547809.

Nb d'extensions de Py : |P1|!/(I],cp, hv)-

Nb d'extensions de > : [P |1/ (I],cp. hv).
é P, P|—1)!
Nb de mélanges : (! 1“;1” = %

= Nb d’extensions de P :
PPt (Pl (PI-1)! [Pl
HvGPl hy HVG hy ‘Pl“ | || HVEPlUPZ hy HVGP hy
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Introduction Quelques formules connues (ou non)

g-analogue

Indice majeur
maj(w) := Z iou D(w)={i:w > w1}
ieD(w)
Ex : maj(31452) =1+4=5
Théoréme (Stanley 72, Bjorner, Wachs 88)

Si P est une forét et si i <p j = i <z j (i.e. on a choisi un étiquetage
décroissant), alors :

Z qmaj(w) — HHPHCJ'

Rappel
[Klg=1+q+ - +q"*

[n]g! = [1lq - [2]q - - [n]q
Formules d’équerres LIAFA, 16-12-10 6 /26



Introduction Quelques formules connues (ou non)

Nouveaux exemples

[|P|]q![h4 + h5]q

3 g =

weL(P)

[haslq T,eplhvlq

Z qmaJ(W —

weL(P)
[|Pllq![he + h7]qlha + hs]q
[he,71qha5]q 11 eplhv]q

ot hy , est la taille du sous-graphe sous v et v'.
(hss =5 dans les 2 cas et hg 7 = 7 a droite.)
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Approche algébrique SRR |1 g3

P-Partitions

On suppose i <p j =i <z j.
Définition
Une P-partition est une fonction f : {1,...,n} — N telle que

i<pj=f(i)=f()

Notation : |f] = f(1) + - -- + (n).
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Approche algébrique SRR |1 g3

P-partitions et extensions linéaires

Lemme

Pour chaque fonction f : [n] — N, il existe une unique permutation w telle
que

f(wa) >+ > f(wp)

avec égalité possible seulement si w; < wj1.
De plus, f est une P-partition ssi w est une extension linaire de P.
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Approche algébrique SRR |1 g3

P-partitions et extensions linéaires

Lemme

Pour chaque fonction f : [n] — N, il existe une unique permutation w telle
que
Flwn) > - > F(wp)
avec égalité possible seulement si w; < wj1.
De plus, f est une P-partition ssi w est une extension linaire de P.

Exemple : f=2435143415

@ Nécessairement, I'ensemble des pré-images du maximum de f (ici 5)
corresponds aux premiers éléments de la permutation. lci,
{w1,mp} = {4,10}. Comme f(wy) = f(wp), il n'y a pas de descente
entre wy et ws et donc wy = 4 et wy = 10.
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Approche algébrique SRR |1 g3

P-partitions et extensions linéaires

Lemme

Pour chaque fonction f : [n] — N, il existe une unique permutation w telle
que
Flwn) > - > F(wp)
avec égalité possible seulement si w; < wj1.
De plus, f est une P-partition ssi w est une extension linaire de P.

Exemple : f=2435143415

@ Nécessairement, I'ensemble des pré-images du maximum de f (ici 5)
corresponds aux premiers éléments de la permutation. lci,
{w1,mp} = {4,10}. Comme f(wy) = f(wp), il n'y a pas de descente
entre wy et ws et donc wy = 4 et wy = 10.

o de méme, {w3, wy, ws} = f1(4) = {2,6,8}. Comme on ne veut pas
de descentes entre ces valeurs, w3 =2, wy = 6 et ws = 8.

° ...
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Approche algébrique SRR |1 g3
Série génératrice des P-partitions

Dans l'autre sens : fixons w =2 5 3 1 7 4. On cherche des f tels que
f2) > f5) > f3) > f1) > 7)) > f(4),
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Approche algébrique SRR |1 g3
Série génératrice des P-partitions

Dans l'autre sens : fixons w =2 5 3 1 7 4. On cherche des f tels que

f2) > f(5) > f(3) > f(1) = f(1) > f(4),
ie. f(1)-1= f(4)
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Approche algébrique SRR |1 g3

Série génératrice des P-partitions

Dans l'autre sens : fixons w =2 5 3 1 7 4. On cherche des f tels que
> f(4),

> f3) > f1) > f(7)
> f(7)-1> f(4)

f2) = £(5) o

LIAFA, 16-12-10 10 / 26
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Approche algébrique SRR |1 g3

Série génératrice des P-partitions

Dans l'autre sens : fixons w =2 5 3 1 7 4. On cherche des f tels que
> f(3) > f(1) > f(7) > f(4),

f(2) > f£(5) =
fB)-2> f1)-1> f(7)-1> f(4)

LIAFA, 16-12-10 10 / 26
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Approche algébrique SRR |1 g3
Série génératrice des P-partitions

Dans l'autre sens : fixons w =2 5 3 1 7 4. On cherche des f tels que

f2) > f(5) > f(3) > f(1) > f(7) > f(4)
e F(2)—3> f(5)—3> f(3)—2> F1)—1> f(7)—12> f(4)
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Approche algébrique SRR |1 g3

Série génératrice des P-partitions

Dans l'autre sens : fixons w =2 5 3 1 7 4. On cherche des f tels que
f(1y > f7) > f(4

> f(5) > f(3) > > )
1> f(7)-1> f(4)

ﬂ@ >
ie. f(2)—3>1f(5)-3> f(3)—2> f(1)—
Donc
Z q'fl = qlgl+10 | = gmai(w) Z qlé!
fw g decr0|ssante g décroissante
maJ(W
HKAl—q)

LIAFA, 16-12-10
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Approche algébrique SRR |1 g3
Série génératrice des P-partitions

Dans l'autre sens : fixons w =2 5 3 1 7 4. On cherche des f tels que

f2) > f(5) > f(3) > f(1) > f(7) > f(4)
e F(2)—3> f(5)—3> f(3)—2> F1)—1> f(7)—12> f(4)

Donc

Z q'fl = Z qlgl+10 | = gmai(w) Z qlé!

fw g décroissante g décroissante
gmai()
Hign(l - ql)
Proposition

Mo-a|( ¥ d1)= 3 e

i<n f P-partition weL(P)
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Approche algébrique SRR |1 g3

Qu'est-ce qu'on y gagne?

Structure de semi-groupe commutatif sur les P-partitions :
f-g(i):=f(i) + &(i).
On considére |'algebre Rp = Vect({f, f P-partitions}).

Autre description :

Rp = k[xf, f P—partitions} C kl[x1,...,%n]

Z qm = qu dim(Rpﬂkd[Xl,...,Xn]) = Hi|b(Rp,q)
d

f P-partition

On va étudier la structure de Rp.

Valentin Féray (LaBRI) Formules d’équerres LIAFA, 16-12-10 11 / 26



Générateurs et relations

Ensemble minimal de générateurs

Definition

Un idéal / d'un poset P est un sous-ensemble de P tel que :

Siiecletj<pi, alorsjel

Exemple :

Ses idéaux sont :

P= 3 2 {1}7{3}7{172}7{173}7
{1,2,3},{1,2,3,4}

Valentin Féray (LaBRI) Formules d’équerres

LIAFA, 16-12-10 12 / 26



Générateurs et relations

Ensemble minimal de générateurs

Definition

Un idéal / d'un poset P est un sous-ensemble de P tel que :

Siieletj<pi, alorsjel

Exemple :
Ses idéaux sont :

P= 3 2 {1}7{3}7{12}7{173}7
{1,2,3},{1,2.3,4}

Proposition

Les x/ correspondant aux idéaux / connexes forment un ensemble minimal
de générateurs de Rp.

Exemple : Rp = k[x1, x1x2, X3, X1X2X3Xa].
Formules d’équerres LIAFA, 16-12-10 12 /26



Générateurs et relations

Preuve par |'exemple

Considérons la P-partition f suivante
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Générateurs et relations

Preuve par |'exemple

Considérons la P-partition f suivante
P= 3 2

f(1)=3,f(2)=3,f(3)=2,f(4) =1
1
On regarde | = {i : f(i) > 0}. C'est un idéal. Ici, | = {1,2,3,4}.
x" =x" % x

F o gy
Y

ot f' = f — x; est une P-partition.

Ex : x$x3x8xq = (x1xax3xa)(x2x3x3).
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Générateurs et relations

Preuve par |'exemple

Considérons la P-partition f suivante

p=3 2

f(1)=3,f(2) =3,f(3) =2,f(4) =1

1
On regarde | = {i : f(i) > 0}. C'est un idéal. Ici, | = {1,2,3,4}.

f /

X =X *xX

ou f" = f — xy est une P-partition.
fl'=1F—x est P-partit

C 3432y 2.2
Ex : xPx3x5x8 = (x1x0x3x4) (X5 X5X3).

On continue : x2x3x3 = (x1x2x3)(x1%2).

Comme {1,2,3} n'est pas connexe, x1xpx3 n'est pas un générateur, mais
c'est le produit des générateurs correspondants a ses composantes connexe

(X1X2)X3.

Valentin Féray (LaBRI) Formules d’équerres
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Générateurs et relations

Preuve par |'exemple

Considérons la P-partition f suivante
P= 3 2

f(1)=3,f(2) =3,f(3) =2,f(4) =1
1
On regarde | = {i : f(i) > 0}. C'est un idéal. Ici, | = {1,2,3,4}.

!
xf = x! s« xf',
ot f' = f — y; est une P-partition.
X p
33332y, — 2,2
Ex : xPx3x5x4 = (x1x0x3x4) (X5 X5X3).

On continue : x12X22X3 = (x1x2x3)(x1%2).

Xf = (X1X2X3X4)(X1X2)X3(X1X2)
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Générateurs et relations

Décomposition en produit de x/
En fait, on a prouvé le résultat suivant

Lemme

Soit f une P-partition. Alors

ou les /; sont des idéaux connexes qui s'intersectent trivialement 2 3 2, i.e.

S =

vJ'1,J'27 /j1 N /jz =

(Sl

N

Valentin Féray (LaBRI) Formules d’équerres
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Générateurs et relations

Décomposition en produit de x/

En fait, on a prouvé le résultat suivant
Lemme

Soit f une P-partition. Alors

ou les /; sont des idéaux connexes qui s'intersectent trivialement 2 3 2, i.e.
0
Vi ln Ol =4 ;
l

On peut montrer que cette décomposition est unique.
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Relations

Soient /1 et I, deux idéaux de P avec L N I # 0.

@ LUk et ;N | sont des idéaux de P.
@ /Ul est connexe, 1 N I, est |'union de ses composantes connexes /1),

o Comme Xy, + X1 = Xhubk + Xkl

syl — yhUk H !9
J
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Relations

Soient /1 et I, deux idéaux de P avec L N I # 0.

@ LUk et ;N | sont des idéaux de P.

@ /Ul est connexe, 1 N I, est |'union de ses composantes connexes /1),

o Comme Xy, + X1 = Xhubk + Xkl

syl — yhUk H !9
J

l1 et > ont une

relation non-triviale & . . .
intersection non triviale
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Relations

Soient /1 et I, deux idéaux de P avec L N I # 0.
@ LUk et ;N | sont des idéaux de P.
@ ;U est connexe, 1 N I, est |'union de ses composantes connexes /1),
o Comme X1y, + XK = Xhul, T Xhnk

hxl — xhVk H !9

Jj

Proposition

Les relations
Lol LUl
(Rup)  xix2=x"2 ] X0,
J

quand {h, h} décrit I'ensemble des paires d'idéaux avec une intersection
non triviale, forment un ensemble complet minimal de relations.

4
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Esquisse de preuve (1) : égalité de monémes

Considérons un monéme

HXI = (x1x2x3)(X1x3X4 ) (X1 X4.X5).
leT
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Esquisse de preuve (1) : égalité de monémes

Ona:

HXI = (x1x0x3)(x1x3%2 ) (X1 Xa X5).
ez

Les termes en rouge ont une intersection non triviale.

— on applique la relation (R) correspondante.
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Esquisse de preuve (1) : égalité de monémes

Ona:

H x' = (x1x3)(x1X2x3X4 ) (X1 X4X5).
ez

— on applique la relation (R) correspondante.

Valentin Féray (LaBRI) Formules d’équerres LIAFA, 16-12-10

16 / 26



Esquisse de preuve (1) : égalité de monémes

Ona:

I
Hx = (x1x3)(x1x0x3%2 ) (X1 X2 X5).
ez
Les termes en rouge ont une intersection non triviale.
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Esquisse de preuve (1) : égalité de monémes

Ona:

HXI = (x1x3)(x1xa) (x1X2X3 X2 X5).
€T

— on applique la relation (R) correspondante.
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Esquisse de preuve (1) : égalité de monémes

Ona:

I
Hx = (x1x3)(x1x2 ) (x1X2X3Xa X5).
ez
Les termes en rouge ont une intersection non triviale.
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Esquisse de preuve (1) : égalité de monémes

Ona:

HXI = (x1)(x1x3x2) (x1X2X3Xa X5).
€T

— on applique la relation (R) correspondante.
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Esquisse de preuve (1) : égalité de monémes
Ona:
Hxl = (x1)(x1x3x2) (x1X2X3X4.X5).

el
Toutes les interactions 2 a 2 sont triviales.
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Esquisse de preuve (1) : égalité de monémes

Ona:

/
Hx = (x1)(x1x3x2) (x1X2X3X4.X5).
el
Toutes les interactions 2 a 2 sont triviales.

Lemme
Soit Z une famille d'idéaux et 7 'unique famille d'idéaux avec intersections

triviales tel que
I - [~

ez Jeg

Cette relation découle des relations (R).

Idée de preuve : On applique (R) au membre de gauche jusqu'a ce que
toutes les intersections soient triviales.
Termine car 3y, g ||l1| — |I2|‘ croft.
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Esquisse de preuve (1) : égalité de monémes

Ona:

H x' = (x1)(x1x3xq) (X1 X2X3 X4 X5).
€T

Toutes les interactions 2 a 2 sont triviales.
Lemme

Soit Z une famille d'idéaux et 7 I'unique famille d'idéaux avec intersections

triviales tel que
I - [T

ez Jeg

Cette relation découle des relations (R).

Corollaire

Les relations du type [];cz, X' = []jez, X' découlent de (R).

4
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Générateurs et relations

Esquisse de preuve (2) : relation générale

Considérons une relation

chHx’:O
k

1€Z)

/ fonl A - A f
[I/ez, X' est égal a un certain mondme x

Nécessairement, au moins un des autres [[,.7, x! doit étre égal a x
(disons que c'est pour k = 2).
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Générateurs et relations

Esquisse de preuve (2) : relation générale

Considérons une relation

chHx’:O
k

1€Z)

/ fonl A - A f
[I/ez, X' est égal a un certain mondme x".

Nécessairement, au moins un des autres [[,.7, x! doit étre égal a x
(disons que c'est pour k = 2).

En utilisant les relations (R),

@ On peut prouver que

a[[x=a]]x.

1€Z; 1el>
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Générateurs et relations

Esquisse de preuve (2) : relation générale

Considérons une relation

chHx’:O
k

1€Z)

/ fonl A - A f
[I/ez, X' est égal a un certain mondme x".

Nécessairement, au moins un des autres [[,.7, x! doit étre égal a x
(disons que c'est pour k = 2).

En utilisant les relations (R),
@ On peut ramener la relation ci-
dessus a

C1Hxl:C1Hxl, (C2+C1)HXI+ZCkHXl:0

€T I€T
! 2 1€T» k>2  I€Z,

@ On peut prouver que
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Générateurs et relations

Esquisse de preuve (2) : relation générale

Considérons une relation

chHx’:O
k

1€Z)

/ fonl A - A f
[I/ez, X' est égal a un certain mondme x".

Nécessairement, au moins un des autres [[,.7, x! doit étre égal a x
(disons que c'est pour k = 2).

En utilisant les relations (R),
@ On peut ramener la relation ci-
dessus a

I I
c | | x' =c I | x'.
! ! (C2—|—C1)||XI+E ck”xl:O
1€Z; 1el>
1€, k>2  I€T,
@ par récurrence sur k, on peut prouver toute relation.

@ On peut prouver que
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Générateurs et relations

Retour au probléeme

On a “prouvé”

Théoreme (F., Reiner 2010)
Rp admet la présentation suivante :
@ générateurs : x/ pour / idéal connexe.

e relations : Ry, , pour {/1, h} paire d'idéaux avec une intersection non
triviale.

Malheureusement, une présentation ne suffit pas a calculer Hilb(Rp, q). ..

Sauf dans certains cas particuliers. . .
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[eE1 [T - ST QAW )NCELEM  des cas particuliers simples

Cas sans relations

Proposition

Soit P un poset. Il y a équivalence entre
o Toute paire d’'idéaux connexes a une intersection triviale
o Tout idéal connexe est principal, i.e. | = {x,x < a} pour un certain a.
o Tout élément est couvert par au plus un élément.

@ Le diagramme de Hasse de P est une forét.

Dans ce cas, il n'y a pas de relations, i.e. {[]; iqeai(x')™, 0 >0} forme
une base linéaire de Rp.

Hilb(Rp,q) = ZHqZ/mII\ - 1_Il—lqll - Hl—lqhv
/ v

n,20 i

maj(w)
Rappel :  Hilb(Rp, q) = %
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(] CTINCEN L IV AWE)NCER I des cas particuliers simples
1 relation

@ générateurs : x1, X1 X2, X1X3, X1 X2X3,
X1X2X3X4.

@ relation : x1(x1x2x3) = (x1x2)(x1%3).

Base de Rp : {(Xl)a(X1X2)b(X1X2X3)C(X1X2X3X4)d, a,b,c,d >0
L{(x1)?(x1x3) P (x1x0x3) (x1x0x3%3), b > 0, a,¢,d > 0}

Donc
1 q°
- al-@-A-¢)
1—-g*
(1-q)(1-¢*)*(1-¢*)(1-q%)
Moralement, la relation (R) ajoute un facteur 1 — gde&(R).
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(] CTINCEN L IV AWE)NCER I des cas particuliers simples

Cas favorable

Quand il n'y a pas de “relations entre les relations”,

Hilb(Rp. ) — Mrres( = a*®) _ 1l (1 = gllal+El)
HG gens(1—qdes(G)) H/(l _ q|l\)
Rappel :
Swer(p) 4TI
[Tic,(1—q")

Donc, dans ce cas (on dira que P est un arbre décoré) :

H”b(Rp, q) =

Swere) @™ [nlg! Ty (U] + 1 211g)
[Li<,(1—q) [L01]q
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desicasiparticalistslsimples
Caractérisation des arbres décorés

Théoreme (F.,Reiner 2010)
Il'y a équivalence entre :
@ P est un arbre décoré.
@ # générateurs = |P| + # relations.

o Tout idéal est soit principal, soit s'écrit de maniére unique comme une
union de 2 idéaux avec une intersection non triviale.

@ P ne contient pas les sous-posets K/ \/\/ \V

@ caractérisation constructive.

Dans ce cas, on a la formule des équerres du slide précédent.

(1) < (2) : par la théorie des anneaux Cohen-Macaulay.
Le reste de la preuve est combinatoire.
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[eE1 [T - ST QAW )NCELEM  des cas particuliers simples

Exemples

[|P|]q![h4 + h5]q

3 g =

weL(P)

[haslq T,eplhvlq

Z qmaJ(W —

weL(P)
[|Pllq![he + h7]qlha + hs]q
[he,71qha5]q 11 eplhv]q

ot hy , est la taille du sous-graphe sous v et v'.
(hss =5 dans les 2 cas et hg 7 = 7 a droite.)

Valentin Féray (LaBRI)

Formules d’équerres

LIAFA, 16-12-10 23 /26



(] CTINCEN L IV AWE)NCER I des cas particuliers simples

Version multivariée

On pose deg;(x") = f(i) et
si toute paire d'idéaux a une intersection connexe,

d
deg,(x") = d oi x = Hxlf.
j=1

On définit ; ; . )
Hilb(Rp; q1, ... qn t) = > ¢ p-partition qlegl( f . qnegn(x )tdegt(x ).
Alors

Z gdesp () HleDes(w ¥l . H{thz}(]_ — t2qJ1qJ2)
[T7_y(1 — P tnnlg*lun) T1,(1 - tq?)

weL(P)

@ cp(J) désigne le nombre de composantes connexes de J, vu comme un
sous-poset de P.

° dESP(W) = ZiGDeS(W) CP(W|[1J])
Formules d’équerres LIAFA, 16-12-10 24 / 26



Questions ouvertes

@ Dans le cas général, description combinatoire des “relations entre
relations”(=syzygies), “relations entre syzygies”,. ..

i.e. écrire une résolution de Rp.

@ Interpréter algébriquement la formule des équerres de
Frame-Robinson-Thrall pour les diagrammes de Young.

Z qmaj(w) _ [n]q!

weL(P) a 5¢4444392¢2414
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Unfpeuidsipublicite
Merci |

Venez aux JCB!

“car c’est la meilleure conférence de combinatoire” (JFM, 2010)

A Bordeaux, du mercredi 26 au vendredi 28 janvier.
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