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PREFACE

1l est difficile d’innover dans un sujet aussi vénérable que I’étude des caractéres des
groupes symétriques. Le sujet a pris forme dans I’article fondateur de Frobenius en
1900, suivi presque aussitot par Schur en 1901. Une nouvelle méthode a été développée
par Young en 1928, & qui I’on doit I’approche combinatoire formée par les diagrammes
(et tableaux) dis, depuis, de Young. Ces derniers fournissent une représentation tres
intuitive 3 des résultats subtils d’algebre. A c6té d’un intérét purement mathématique,
on doit a H. Weyl dans son grand ouvrage « Théorie des groupes et mécanique quan-
tique » 'introduction d’un outil performant (et mal compris au début du fait de sa
nouveauté) dans la théorie des spectres moléculaires.

Une direction tout-a-fait indépendante a été développée par ’école de la cité
d’Euler (aux noms successifs variés : Petropolis, Saint-Petersbourg, Petrograd, Lé-
ningrad, puis a nouveau Saint-Petersbourg). Dans la science de ’époque soviétique,
Saint-Petersbourg a gardé son originalité vis-a-vis de Moscou (hautement proclamée
par mon ami Ludwig Faddeev). Une école brillante : Vershik, Kerov, Olshanskii,
Ivanov, Okunkov, bien au courant des méthodes probabilistes et inspirée aussi par
la physique mathématique, a introduit une méthode duale. Dans le cas du groupe
symétrique ., les classes de conjugaison et les caractéres sont paramétrés par des
partitions de I’entier 7, et la table des caractéres se traduit par une fonction y*(u)
(ou A correspond au caractére et u a une classe de conjugaison). Limitons-nous au cas
ol  est de la forme £.1"*) (correspondant & un cycle y;, d’ordre k, avec 1 < k < n).
Pour k fixé et = k.17 *), considérons y*(u) comme une fonction d’une partition
A de taille variable 7 > k. Stanley a fait la découverte importante que, lorsque A est
de la forme p x g (p lignes égales de longueur ¢), alors le caractére normalisé

Chk(/l) — n! XA(YIQ:)

=k (1)
estun polyndme en p et ¢. Il a postulé qu'un résultat de ce type vaut plus généralement
lorsque A est multirectangulaire de la forme (py,..., p,,) X (¢;5---»q,,)- C'est un des

résultats nouveaux démontrés dans cet ouvrage par son découvreur V. Féray. La
technique nouvelle est celle des cartes (ou graphes en ruban).

On a mentionné que la quantité Ch,(A) est polynomiale en p, q si 4 est de la
forme multirectangulaire p X q (avec p = (py,---» p,,) €t q=1(4;---,4,,))- On peut
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montrer que les termes de plus haut degré sont de la forme R, (p x q) ou R, est
homogene de degré £+ 1. La connaissance des polyndmes homogenes R,, R;, ... suffit
pour déterminer les polyndémes Chy, ; voici le début d’une table calculée par Ph. Biane

Ch, =R,

Ch, =R,

Ch3 =R,+R,
Ch4 =R5;+5R;

On constate que les coefficients sont des entiers positifs. Cette conjecture de Kerov a
été démontrée par V. Féray, et expliquée dans le présent ouvrage.

Les sujets traités dans ce livre touchent a trois développements importants, dont
seul le premier est abordé ici.

1. Lorsque 7 tend vers I'infini, la forme d’un diagramme de Young aléatoire,

. . 1 . .
renormalisé par une homothétie de rapport 77 pour ramener Iaire totale a I'unité, a

une limite (en probabilité) ).

2. Les relations entre les polynomes Chy, et R, ; s’expliquent par celles entre
les cumulants et les cumulants libres. Il s’agit la d’une intervention de la théorie des
probabilités libres de Voiculescu.

3. Les groupes symétriques s’organisent en une chaine
K CHCHHCCLyC Sy Coo

dont la réunion est le groupe ., . L’étude des représentations de ce groupe infini
discret est une application exemplaire de la théorie des algebres d’opérateurs de von
Neumann.

Dans un volume en préparation qui fera suite au présent ouvrage, je développerai
I’application des probabilités libres (et des partitions non-croisées). D’ici 1a, bonne
lecture du travail de V. Féray !

Pierre Cartier

Directeur de Recherches émérite (CNRS)
Institut des Hautes Etude Scientifiques
91440 BURES-SUR-YVETTE

(1) Voir pages 58 et 59 le résultat de simulations numériques.

© Spartacus-Idh 2016


www.spartacus-idh.com

© Spartacus-Idh 2016

AVANT-PROPOS

Ce livre reprend le contenu d’une série de quatre legons faites au college de France
en janvier/février 2013. Ces cours ont été donnés dans le cadre de la fondation Claude-
Antoine Peccot que je remercie pour m’avoir offert cette tres belle opportunité.

Lobjectif du cours était de faire un petit panorama de certains résultats récents
sur les représentations du groupe symétrique, particulierement des résultats de nature
combinatoire rentrant dans le cadre de I’approche duale, initiée par S. Kerov et G.
Olshanski dans les années 90. Il m’est bien slir impossible d’étre exhaustif sur ce large
sujet, et les choix faits ont été biaisés afin d’inclure mes propres travaux. Il y aurait
beaucoup plus a dire sur le sujet.

Apres quelques rappels sur les représentations des groupes finis en général, le
premier chapitre donne une construction des représentations irréductibles du groupe
symétrique. Celle-ci est ensuite utilisée dans le deuxieme chapitre pour calculer les
caracteres irréductibles. On obtient une formule avec une riche combinatoire sous-
jacente. Le troisiéme chapitre illustre une application de cette combinatoire a un
probléme posé par S. Kerov. On voit en particulier apparaitre naturellement une
opération combinatoire introduite récemment, I’inclusion-exclusion cyclique. Dans
le quatriéme chapitre, nous présentons I"approche de S. Kerov pour étudier des grands
diagrammes de Young sous la mesure de Plancherel. Quand on connait la théorie
présentée dans les chapitres précédents, il est relativement aisé de décrire la forme
limite de ces diagrammes. Enfin, dans le cinqui¢éme chapitre, nous esquissons un cadre
dans lequel la plupart des résultats précédents se généralisent conjecturalement.

Les trois premiers chapitres correspondent chacun a une séance de deux heures,
alors que les chapitres 4 et 5 correspondent a la derniere séance. En tant que notes de
cours, le style de ce document est parfois informel. J’ai cependant essayé de donner
les preuves du plus possible de résultats énoncés.

Pour finir, je souhaite remercier Mathilde Bouvel et Julien Courtiel qui m’ont
prété leurs notes des exposés faits a Bordeaux sur le méme sujet et Pierre Cartier pour
ses relectures attentives et ses remarques constructives. Un merci tout particulier
Victor Rabiet, sans qui ce texte n’aurait pas vu le jour : il a largement dépassé son
role d’éditeur, tout d’abord en tapant une premiére version de ces notes, puis en
coordonnant activement les différentes relectures. Merci aussi a tous ceux qui ont pris
le temps de venir assister a ces exposés, que ce soit a Paris ou a Bordeaux.

g/’k‘\)
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CHAPITRE 1

REPRESENTATIONS DU GROUPE
SYMETRIQUE

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques résultats de la théorie des représenta-
tions du groupe symétrique qui nous seront utiles dans la suite du cours. Il n’y a pas
de prérequis.

La premiere section est une présentation de la théorie pour un groupe fini quel-
conque. Comme ces résultats sont tres classiques, nous omettons les preuves. Quelques
références sont données a la fin du chapitre.

La seconde section concerne le groupe symétrique en particulier. Elle décrit la
construction d’une famille importante de représentations, dites irréductibles. Il existe
plusieurs méthodes pour cela dans la littérature. Nous présentons ici celle dite du
symétriseur de Young.

i) Quelques notions de théorie des représenta-
tions des groupes finis

W) Définitions

Nous nous limitons ici au cas d’un groupe G fini.

/—[ Définition 1.1 (Représentation d’un groupe fini). }

Une représentation de G est un couple (V, o), ou
e V est un C-espace vectoriel de dimension finie;

e p est un morphisme de groupe de G dans GL(V).

Exemple 1.2.
e Si G = .7, est le groupe symétrique d’ordre 7, c’est-a-dire le groupe des
permutations d’un ensemble a 7 éléments, on considere

n
permutation — matrice de permutation.

o { S — GL(C™)

SUOIJeIUDSIIdIY

siuly sadnou
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2 Représentations du groupe symétrique chap.1 sec.1

Autrement dit, si C” = Vect(ey,...,e,), on définit
/O(U).ei = ea(l').

Cette représentation s’appelle représentation géométrique®.
e Soit G un groupe quelconque. Soit V' = C[G] un C-espace vectoriel qui

possede une base (e, ), indexée par les éléments de G. On définit

p(h).e, = e, (1.1)

Alors, (V, p) est une représentation de G, appelée représentation réguliére
(gauche).

(@) Dans le cadre des groupes de Coxeter, le terme de représentation géométrigue est parfois
utilisé pour désigner le quotient de dimension 7 — 1 de cette représentation considéré dans
I’exemple 1.26.

f—( Définition 1.3 (Caractere). |

Soit (V/, p) une représentation de G. Le caractére y V' de (V, p) est, par définition

V. G— C
A '{gHTroo(g»'

Remarque 1.4. On omet souvent dans les notations le morphisme de la représenta-
tion (ici y ¥ devrait étre noté en toute rigueur y V).

Exemple 1.5.
\ ’ . 7 7 . ,
e Le caractere de la représentation géométrique est donné par

x5m(0) = F(o),

ou ¢ est une permutation de ., et (o) son nombre de points fixes.

e Le caractére de la représentation réguli¢re gauche est donné par
x*8(h)=1G|8),» 1.2)

ou b est un élément de G, 1 son élément neutre, |G| la taille du groupe et
85,1, le symbole de Kronecker qui vaut 1 si et seulement si » = 1. En effet,

p(h) permute les éléments de la base (e, ), de C[G]. Sa trace est donc le

nombre d’éléments fixes, i.e. le nombre de g € G tels que hg = g, soit |G| si
h =1, et O sinon.

Classification des représentations et représentations
irréductibles

Le probléme principal en théorie des représentations est le suivant : pour un
groupe G donné, décrire, a isomorphisme pres, toutes ses représentations. Il y en a
une infinité, mais on va pouvoir les déduire d’une construction élémentaire et d’un

© Spartacus-Idh 2016
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chap.1 sec.1 Quelques notions de théorie des représentations des groupes finis 3

nombre fini de briques de bases. La définition suivante présente cette construction
¢lémentaire.

/—( Définition 1.6. )
Soient (V}, py) et (V,, p,) deux représentations du groupe G ; on peut construire
une troisicme représentation, appelée somme directe de (V, p,) et (V,, p,) définie
par:

(Vi@ Va0, ©p0,),

ou V; @V, est la somme directe de V; et de V,, et ou p; @ p, est défini par

P1® pa(g)vy,v) = (P1(g)-7}1’/02(g)-7)2)-

Notons que cette définition se comporte bien avec la notion de caracteére, ¢’est-a-dire
que

x V2 (g)=x"1(g)+ x ().

Passons maintenant a la définition des briques de bases.

) P

Définition 1.7. |

N —

Une représentation (V, p) est dite indécomposable si (V, o) ne peut pas s’écrire
(autrement que de maniére triviale) sous la forme (V; @ V,, p, @ p,).

Une représentation est dite irréductible s’il n’y a pas de sous-espace non trivial

(e. différent de {0} et de V) V; C V stable par p(g) (Vg € G).

Si V s’écrit comme une somme directe non triviale V; @ V), alors V, et V, sont des
sous-espaces stables non triviaux. Par conséquent, toute représentation irréductible
est indécomposable. Pour les représentations des groupes finis, la réciproque est
vraie aussi (nous omettons ici la preuve de ce résultat classique) : irréductible et
indécomposable sont donc équivalents et nous utiliserons désormais uniquement le
terme de représentation irréductible.

Remarque 1.8. Directement d’apres les définitions, on peut voir qu'une représenta-
tion donnée s’écrit comme une somme directe de représentations irréductibles (la
somme est finie du fait que I’on travaille en dimension finie). Nous allons voir que
cette décomposition est essentiellement unique.

,—| Théoreme 1.9. \

e Il existe un nombre fini N de représentations irréductibles (notées par la suite
irrep).

N = Card{Classes de conjugaison de G}.

On note alors V, ..., V) les représentations irréductibles de G.

e Pour toute représentation V de G, il existe une unique famille d’entiers
positifs (72;),<, < tel que

VaViieV,"®---e V™.

~
[}
=
o
»
[}
=
-
(]
=g
=]
=
7
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4 Représentations du groupe symétrique chap.1 sec.1

Remarque 1.10. Les caracteres sont cruciaux dans la démonstration de ce théoreme,
comme nous allons le voir dans la section suivante.

Un outil : les caractéres

r—( Définition 1.11. ]
Une fonction centrale sur G est une fonction f : G — C telle que

° Vg,heG  f(h'gh)=f(g),

e ou, de maniére équivalente, f est constante sur les classes de conjugaison.

Exemple 1.12. Les caracteres sont des fonctions centrales :

(b gh)=Tr(p(h ™" gh)) = Tr(p(h) " o(g)p(h)) (p morphisme)
=Tr(po(g)) (Tr invariante par conjugaison)
=x(8)-

L’ensemble des fonctions centrales est un espace vectoriel que I’on peut munir
d’un produit scalaire ; ce produit scalaire est en fait défini sur I’ensemble des fonctions

de G dans C :
Définition 1.13. |

Soit fet f': G—C,

(of) == S TR ().
1G] 22

On peut a présent énoncer le théoréme qui sert a démontrer le théoréme 1.9 de
la section précédente :

Théoréeme 1.14. )

Les caracteres des représentations irréductibles forment une base orthonormale de
I’ensemble des fonctions centrales.

Ce théoreme implique le théoréme 1.9. En effet, les caractéres irréductibles for-
mant une base de I’espace des fonctions centrales, leur nombre N est la dimension
de cet espace. Il est facile de voir qu’il s’agit du nombre de classes de conjugaison du
groupe.

Lunicité des m; découle du résultat suivant.

Corollaire 1.15. Avec les notations du théoreme 1.9, les m; sont uniques et donnés
par la formule

mi= ("),

Démonstration. D’apres la compatibilité entre caractéres et somme directe, si
bl
mq my my
VaVeVme e Vi,

alors

xV=m e myy it my gy

© Spartacus-Idh 2016
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chap.1 sec.1 Construction des représentations irréductibles du groupe symétrique 5

Les m; sont donc les coefficients de I'écriture de y ' sur la base (3 /), <> €€ qui prouve
leur unicité. Comme la base (y"7),. j<n est orthonormale, ces coefficients peuvent étre
calculés par un produit scalaire 72, = (y V, y 7). O

Exemple 1.16. Considérons V™8 la représentation réguliére (gauche) d’un
groupe G quelconque. Soit V; une représentation irréductible de G. La multiplicité
de V; dans V"8 est

re; 1 TV . re
mi=(x"x g)=@2x“(g)x 5(g)-

g€eCG

Mais y™¢(g) a été calculé a 'exemple 1.5 et s’annule des que g # 1. On a donc

1 —— .
m =g X o) (1) = dim(V,)

Bien que cela ne donne pas de décomposition explicite de V"¢ comme une somme
directe de représentations irréductibles, on en déduit que toute représentation irré-
ductible apparait autant de fois que sa dimension.

Construction, par le symétriseur de Young,
des représentations irréductibles du groupe
symétrique

La théorie des représentations n’est pas trés intéressante pour les groupes com-
mutatifs : toutes les représentations irréductibles sont de dimension 1. Nous nous
intéresserons ici a 'exemple le plus classique de groupes non commutatifs : les groupes
symétriques .. Dans cette section, nous allons construire les représentations irré-
ductibles de ..

On sait déja que le nombre N de représentations irréductibles de ., est le nombre
de classes de conjugaison de .. Rappelons comment décrire les classes de conjugaison
de 7.

Une permutation o de ., admet une décomposition unique (a I'ordre pres) en
produit de cycles disjoints. Les longueurs de ces cycles, ordonnées en ordre décroissant,
forment une partition de 7, appelée type cyclique de o.

On rappelle que

ﬁ{i Définition 1.17. \}

J

Une partition d’un entier 7 est une liste décroissante d’entiers strictement positifs
dont la somme est 7.

Exemple 1.18. (4,4,2) est une partition de I’entier 10, qu'on notera désormais par
(4,4,2) F 10

On représente souvent graphiquement les partitions par des diagramme de Young® :
voici celui correspondant a (4,4,2) (4 cases dans la premiére ligne, 4 dans la seconde, 2

~
[}
=
o
»
[}
=
-
o
=5
=}
=
»
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6 Représentations du groupe symétrique chap.1 sec.2

dans la troisieme, alignées a gauche).

(@) On décrit ici la représentation dite francaise des diagrammes. La représentation dite
anglaise est obtenue a partir de la frangaise en appliquant une symétrie d’axe horizontal.

Deux permutations sont conjuguées si et seulement si elles ont méme type cy-
clique. Le nombre de classes de conjugaison, et donc de représentations irréductibles
de S, est le nombre de partitions de 7.

Pour chaque partition AF 7, on va construire une représentation irréductible V
de #, U. Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 1.19.

e Toute représentation irréductible est isomorphe a une sous-représentation de
la représentation réguliére (gauche).

e Toute sous-représentation de la représentation réguliere C[G] est de la forme
ClG]-p={xp,x€C[G]}
avec p € C[G], d’action associée

p(g)xp=e,.xp.

e De plus, on peut choisir pour p un projecteur (i.e. p> = p).
Nous allons donc construire les représentations irréductibles de ., sous cette
forme en suivant le plan suivant :
1. définir des éléments C,; € C[.#,] (ou A est une partition de 7);
2. montrer que V), = C[#,]C, est irréductible;
3. montrer que V) et V, ne sont pas isomorphes si A # w.
Ce dernier point montre qu’on aura alors construit toutes les représentations irréduc-

tibles, puisque, par ailleurs, on sait que le nombre des représentations irréductibles
est égal au nombre de partitions de 7.

Définition de C,

Soit A une partition de 7. Dans ce qui suit, on prendra souvent comme exemple la
partition A:= (7 —1,1), correspondant au diagramme de Young a 7 cases ci-dessous.

Pour définir C; nous allons commencer par choisir un tableau 7" de forme A,
c’est-a-dire que dans chacune des cases du diagramme de Young nous allons mettre un

(1) Pour un groupe G general il n’est pas possible d’associer de manicre canonigue a chaque
classe de conjugalson une représentation irréductible (bien que ces ensembles soient équipotents).
Pour ., c’est possible, comme le montre la construction de ce chapitre.

© Spartacus-Idh 2016
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chap.1 sec.2 Construction des représentations irréductibles du groupe symétrique 7

nombre de 1 a 7 (en utilisant chaque nombre une et une seule fois), sans conditions
particulieres sur leur disposition.
Dans le cadre de notre exemple, nous prendrons :

1
2|3 ||n—1|n|

T =

Une fois fixé le remplissage T des cases du diagramme de Young, nous pouvons
définir les deux éléments suivants de I’algebre du groupe symétrique C[.#,] (qui
possede, par définition, une base (e, ), indexée par les permutations) :

4/1: Z 6’0,

oS,
o€eRS(T)

ou RS(T') désigne les permutations préservant les lignes du tableau T et

bi= ) <0,

o€,
oeCS(T)

ou CS(T') désigne les permutations préservant les colonnes du tableau T (et ¢ est la
signature de la permutation).

Remarque 1.20. 1] faut bien noter que, méme si cela n’apparalt pas directement
dans la notation, 4, et b, dépendent de 7.

Dans notre exemple

a)= Z € et by=eq—euy
0EeS,
a(1)=1

ou (1 2) désigne la transposition échangeant 1 et 2 (permutation de signature —1).

N
Définition 1.21. |

Le symétriseur de Young C) associé a la partition A est ’élément de C[., ] défini
parCy=ay-b).

Dans l’exemple :

T SPRED SRR SPU ST
0ES, 0ES, cES, 0ES,
a(1)=1 a(1)=1 a(1)=1 a(2)=1

Remarque 1.22.

1. DLidentite préservant les lignes et les colonnes, elle apparait toujours dans a et
b, ainsi que dans leur produit C, ; il est facile de vérifier qu’elle apparait dans
C, une et une seule fois. Le coefficient [e4]C, de e}y dans C) est donc 1. En
particulier C, # 0.

~
(]
=
o
»
[}
=
-
(]
=g
=]
=
7

siuly sadnou
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)
(2]
c
o

=
<

)
c
0
«\

0
P
Q

=3

2. On remarque que RS(T") est un sous-groupe de ., par conséquent, si 0 €RS(T),
e,-a,=a,-e,=a,.
3. De méme, CS(T') étant aussi un sous-groupe de ., il vient, si = € CS(T'),
e, by=0by-e.=c(1)b,.
4. Des deux remarques précédentes, on a, pour tous 0 € RS(T) et 7€ CS(T) :

eo'CA:ea'ﬂX'b/{:ﬂ/{.b):C)

et
C/l'er:4/1'bl'eT:E(T)dA'bA:E(T)C/{
soit
eo . C/l = C/l (13)
Cy-e.=e(1)C). (1.4)

Lemme 1.23. Les équations (1.3) et (1.4) déterminent C, a une constante multipli-
cative pres.

Démonstration. Soit x € C[.%,] tel que, pour tous o € RS(T) et T € CS(T),

€, X=X (1)

x-e_=¢e(T)x. 2

Comme tout élément de C[, ], x s’écrit sous la forme

§ : arzeﬂr’

neS,

avec o, € C.
Observons comment les équations (1) et (2) se traduisent sur les a_ :

(1) < VYoeRT), (a,=q,, Yre,)

) = Y eCS(T), (aﬂ =e(r)a,,, Vme S/jl)

Ainsi, pour 0 €RS(T) et T € CS(T), il vient

Ayr =X = E(T)ald'
Rappelons que nous voulons prouver que I’espace des solutions de (1) et (2) est de di-
mension 1. Pour les permutations 7 de la forme o 7 (avec 0 € RS(T'), T € CS(T)), nous
venons de voir que o, s’exprime en fonction d’un seul parametre a.
On en vient donc a la question : quelles sont les permutations 7 de ., s’écrivant o 7 (avec

o €RS(T), T € CS(T))? Il n’est pas difficile de vérifier [a CNS suivante.

Condition Nécessaire et suffisante : il n’existe pas 7,/ (avec i # /)
dans une méme colonne du tableau 7 tel que 7(7) et 7z(;) soient dans ~ (P)
la méme ligne de 7.

© Spartacus-Idh 2016
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Si 7 vérifie (P), alors
o, =xay.

Le signe %1 en facteur dépend de 7, de 7', mais pas de x. Pour ce type de permutations
7, on a donc un unique degré de liberté.

~

o

On s’intéresse a présent aux permutations qui ne vérifient pas (P) : nous allons monter o~
que leur coefficient est obligatoirement nul. Soit donc 7 une telle permutation. Alors il §
existe 7, ] (avec i # j) dans une méme colonne de 7T tel que () et 7(;) soient dans une g
méme ligne de 7. On a (en utilisant & nouveau (1) et (2)) g.
a

¥ = Ayl (par (1))

. S

= (i) =

——a,. (par 2) 3

=

D’ou =
a_=0. @

On n’adonc pas de degré de liberté supplémentaires pour les coefficients des permutations
ne vérifiant pas (P), ce qui conclut la démonstration. O

Remarque 1.24. C7 vérifie (1) et (2). Plus généralement, C, - ¢ - C), ou encore
a)-e, - by vérifient (1) et (2). Ils sont donc proportionnels a C, (c’est loin d’étre
évident sur les formules!).

Exemple 1.25. Dans I’exemple que ’on avait choisi, C, = X; — X, avec
X, = Z e, et X,= Z e,.
0ES, 0ES,
o(1)=1 o(2)=1
Donc, en prenant garde que I’on se trouve dans une algebre non commutative :
Ci=X]—X X, — X, X, + X;
X =L A Ay = AA T Ay
On vérifie facilement que

X=(—1%, XX =23 ¢, —X,),

o€,

n

X, X, = (n—1)1X,, X2=(n=2( D e, —X,),
0EY,

ce qui donne
=((n—1+(n—2)) (X, —X,)
=n(n—2)!IC,.
Preuve de I'irréductibilité
Le but de ce qui suit est de prouver que

Vy:=Cl,1C,
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10 Représentations du groupe symétrique chap.1 sec.2

est irréductible. Pour fixer les notations, commengons par regarder a quoi ressemble
cet espace dans notre exemple.

Exemple 1.26. Dans notre cas particulier

Vin—1,1) = Vect (erc(Xl _Xz))

nes,’

Attention : comme on va le voir ci-dessous, la famille (e, (X; — X)) _., n’est pas
une base.
Ona
enXl = Z €re = Z €
= 0eS,
a(1)=1 o(1)=n(1)
et

e X, = Z e ., = Z e,.

0ES, 0ES,
a(2)=1 o(2)=n(1)

On remarque que e_X, et e, X, ne dépendent que de 7(1) et par conséquent leur
différence e (X, —X,) ne dépend elle aussi que de 7(1).
On définit

u=e (X, —X,), ou meS, avec m(l)=1.

alors
Vi = Vect(n;) et uy+---+u,=0.

On peut montrer que dim (V[,,_; 1)) =7 —1.
Observons a présent comment le groupe symétrique agit sur ces #;. On a

/O(n/)‘ui :en’.en(Xl _X2> (7‘[65@ et TE<1):Z)
= (X1 = X))
=ty (car 7' (1) = /(7))

On reconnait la définition de la représentation géométrique (p. 2), a ceci pres que les
u; ne forment pas une base. Ce que I’on obtient est le quotient de la représentation
géométrique par son sous-espace stable Vect ((#; + -+ +u,)).

,—( Proposition 1.27. )

V), est une représentation irréductible.

Démonstration. Il faut d’abord vérifier que V) # {0}, mais cela découle immédiatement
du fait que C, #£0.

On se rappelle qu’il y a deux caractérisations équivalentes des représentations irréductibles :
soit la représentation ne peut s’écrire (de manicre non triviale) sous la forme d’une somme
directe, soit elle ne possede pas de sous-espace (non trivial) stable par le morphisme o
associé. Pour prouver qu'une représentation est irréductible, la deuxi¢me caractérisation
est la plus simple.

© Spartacus-Idh 2016
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Soit donc W C V/, un sous-espace stable par I’action de .%,.
On veut montrer que W ={0} ou W = V,.
En utilisant le lemme 1.19, on a que W s’écrit

d

C[+, 1w

92.1d°

7

ol py, est un projecteur (i.e. p3y = py)-
Puisque py, appartient 2 W, il appartient en particulier & V) et donc

pw=xyC,

suoIjejuas

pour un certain xy, € C[.7,].
Regardons C) py, :
Cipw = Cxyw Gy =ay G

=
o
=
o
(]
=2
s
=

avec ay, € C, d’aprés la remarque 1.24, puisque C,xy, C, vérifie les équations (1) et (2) du
lemme 1.23.

o Siay, =0,alors C,py, =0 et donc (py, étant un projecteur)

Pw = Py =%y Cpy =0
ce qui implique
W ={0}.
o Siay #0,alors

1
Ci=—CpweW
Ay

mais, par stabilité de W, on a

XCAEW

pour tout x € C[.7, ], ce qui montre I'inclusion de V; dans W, et par suite (I'inclu-
sion réciproque étant vraie par hypothese),

W:VA.

En conclusion, V, est irréductible. O

Notons que ni la définition de V), ni la preuve ci-dessus ne nous donnent de
renseignements sur la dimension de V). Il est possible de relier ce nombre au facteur
de proportionnalité entre C7 et C,.

Proposition 1.28. )

Soient 7, := dim(V))) et 7, le nombre tel que C} = 7,C, (voir remarque 1.24),
alors
nny, =nl.

Démonstration. On regarde la multiplication & droite par C, (action notée 7¢,) sur
C[.#,] et on calcule sa trace de deux maniéres différentes.
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e Premicrement, on a, d’apres la remarque 1.22,

C,= Z a.e, avec oy =1.

TES,

La trace de la multiplication a droite par C; est donc

Tr(rCA) = Z a/nTr(ren)

nes,

(ou 7, désigne la multiplication a droite par e ), par linéarité de la trace et de
la multiplication  droite. Or, 7 — 7, est la représentation réguliere droite. Sa
définition est similaire a celle de la représentation réguli¢re gauche, voir I’équation
(1.1). Le calcul du caractere est identique et on a, d’apres I’équation (1.2)

Tr (reﬂ) = ”!8n,id7

(2]
c
o
=
<
)
c
0
«\
0
P
Q
=3

ce qui donne
Tr (VCQ =nlay=n!.

e D’autre part, prenons un complémentaire V, quelconque de C[.#,]C,. Par défini-
tion,

Cl

n

1=CZ]C eV,

Dans cette décomposition en somme directe, la matrice de 7 sécrit :

C[+,]C) v,
n, 0 - 0 ; * *
0 n !
’ : Cl+,1C,
. .0
|
Mat (g, ) = 0 0y e
0 01 0
|
0 0o 0

Par conséquent, 7, étant la dimension du bloc en haut a gauche,
Tr (rCA) =mn,.
En comparant les deux formules obtenues pour Tr (rCA ) ,on obtient le résultat souhaité. [
Corollaire 1.29. Si on définit

_ dim (V,l)

n! Co

Py

alors p, est un projecteur.

Notons que V) peut alors étre défini comme C[.,]p,, et c’est sous cette forme que

nous allons le regarder au chapitre suivant.

© Spartacus-Idh 2016
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Non-isomorphisme

1l nous reste a démontrer le résultat suivant.

Proposition 1.30. J

Si A et u sont deux partitions différentes de I'entier 7, alors V) et V, sont non
isomorphes.

Démonstration. Quitte & permuter les variables A et 4, on suppose, dans la suite de la
démonstration, que A < u (pour I'ordre lexicographique).

~
[¢]
=
o
»
[}
=
-
o
=5
=}
=
»

Regardons alors 0" (C,) et p"# (C;) : nous allons démontrer que

Im (pvi (CA)) #£{0}, (a)

et

siuly sadnou

i o* (€)= 0} ®

Pour (a), en faisant agir o4 (C /1) sur C), et en utilisant la proposition 1.28 et la remarque
1.22,0na

|
p(C).Ci=Cl= ‘ ) 2 #0.

Démontrons (b). On se rappelle que pour construire V), (et V,) on doit se fixer un tableau :
on s’est donc fixé, implicitement, deux tableaux 7" et 7’ de formes respectives A et y.
Nous allons avoir besoin du lemme suivant :
Lemme 1.31. Soient T et 7’ deux tableaux de formes A et . Supposons A < u. Alors
ilexiste 7,7 €{1,...,n}, i # j, tels que
e i et j sont dans une méme ligne de 77;

e i et sont dans une méme colonne de 7.
Démonstration. Comme A< y, il existe r < n, tel que
At A <pytetu,
Pour comprendre la logique de la démonstration, raisonnons sur un cas particulier,

avec, par exemple, 7 =9, A = (4,3,2) et u = (4,4,1). Regardons par exemple les
tableaux suivants de forme A et u :

2[5 (4]

348 507]2]8

6/119]7] 3[6]1]9
T T’

A=(4,3,2) u=(4,4,1)

Ici r =2 je regarde les deux premiéres lignes (en partant du bas) de 7”.

X | X[ XX
X[ X[ XX
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Elles contiennent les nombres 12356789, que I’on retrouve dans les cases suivantes

de T.

X

| [X]

x| x|x]

Ce qui nous intéresse ¢’est une propriété sur les colonnes de 7', donc je peux supposer
que ces éléments sont toujours rangés de bas en haut (sans « trous ») dans les colonnes

de T:

x [x [x

X
X | X | X
x| x| x|x]

Puisque A, +---+ A, < u; +---+ u,, au moins une des w, + -+ g, croix n’est
pas dans les r premieres lignes de 7. Comme on a considéré qu’il n’y avait pas de
«trous » dans les colonnes de 7, cela revient a dire que I'une des colonnes de 7'
contient au moins 7 + 1 croix (que I’on entoure dans le dessin suivant). Ces croix
correspondent aux nombres 2, 3 et 6.

(2]
c
o
=
<
)
c
0
«\
0
P
Q
=3

®
®| x| %
®| x| x|x]

Par le principe des tiroirs, parmi les  + 1 éléments correspondant a ces croix, au
moins deux sont dans la méme ligne de 7” (ils sont tous par définition dans les »
premiéres lignes de 7). Dans notre exemple, il s’agit des nombres 3 et 6.

X | X|®|X
®®| XX

Ces deux éléments répondent ainsi, par construction, a la condition recherchée. [J

Revenons a la démonstration de non-isomorphie de V, et V. On veut montrer que
Im (0"(C,)) ={C;xC,,x € C[F,]}

est réduit a {0}, c’est-a-dire que

pour tout 7 dans ..

o Sim =1d,alors, en appliquant le lemme précédent, il existe i et j (i # ;) appartenant
a une méme ligne de 7”7 et & une méme colonne de 7, et (en utilisant les relations
(1.3) et (1.4))

CrCu=Coei i )Cu=—Ca Cs
N e

-, c,

ce qui implique

CA-C#:O.

© Spartacus-Idh 2016
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e Dans le cas général, il existe i et j (i # j) appartenant 3 une méme ligne de 7" et
tels que 7(7) et 7(j) appartiennent a une méme colonne de 7 : en effet, il suffit
d’appliquer le lemme 1.313@ 77!(T") et 2 T’, en remarquant que les deux assertions
suivantes sont équivalentes :

e 71(i) et 7(j) appartiennent & une méme colonne de 7';
e i et j appartiennent a une méme colonne de 7= Y(7).

On a alors (puisque (7(i), (7)) - 7 (i j) = 7)

CrerC = Calln(iymiy &= % j)Cue = —CarCrs
—_————  ——
-G Cu
ce qui implique
Che.C,=0. O

Notes et références

Tout le contenu de ce chapitre est tres classique. La théorie des représentations du
groupe symétrique remonte aux travaux de Frobenius vers 1900 et de Young vers 1925.
Il existe de nombreuses références modernes sur le sujet. Citons-en deux, utilisées
dans la préparation de ce cours [FH 91, Sag 01].

Il existe d’autres maniéres d’étudier les représentations du groupe symétrique.
Mentionnons une construction abstraite (i.e. pas comme un sous-espace de la repré-
sentation réguli¢re) des représentations irréductibles : les modules de Specht. On
peut aussi calculer les caracteres irréductibles sans construire les représentations as-
sociées grace a la formule de Frobenius (voir chapitre 5). Cette derniere relie les
représentations des groupes symétriques a la théorie des polyndmes symétriques.

Notons aussi que les représentations du groupe symétrique ont de multiples
applications : matrices aléatoires [ DS 94], battage de cartes [ T'T 00], isomorphie entre

graphes [MRé 10]...

g/’k"\)

(2) On désigne par 7~'(T') le tableau de la méme forme que 7', contenant la quantité 7~(z)
dans la case contenant i dans le tableau 7" d’origine. Sur un exemple :

3 —1
T= — T)=
12‘ n(T)

(3
() ['2)

~
(]
=
o
»
[}
=
-
(]
=g
=]
=
7

siuly sadnou
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CHAPITRE 2

CARACTERES IRREDUCTIBLES,
FONCTIONS N ET CARTES

Lobjectif de la premiere section de ce chapitre est de calculer les caractéres irréduc-
tibles (normalisés, c’est-a-dire divisés par la dimension de la représentation considérée)
du groupe symétrique. Nous allons pour cela utiliser leur construction décrite dans
le chapitre précédent. La formule obtenue présente une combinatoire riche que nous
décrirons dans les deuxiéme et troisiéme sections de ce chapitre.

§) Calcul des caractéres irréductibles de <,

8] Premiére formule pour les caractéres

Notre but est de calculer la trace de 'opérateur suivant :

P(Tf): {C[%]Pi_’(c[fsﬂn]pl ,
X-py ™ e x-p)

ou A est une partition de 7 € N* et 7z un élément de ..

Une premiere difficulté est que 'on ne connait pas, a priori, de base de I’espace
C[+,]" py : on avait évoqué, dans le chapitre précédent que la famille (e, p)) 5
n’était pas une base, la multiplication par p, diminuant strictement la dimension de
Ialgebre C[.7,].

Pour contourner cet inconvénient, nous allons nous ramener a calculer la trace
d’un endomorphisme d’un espace dont nous connaissons la base. Ceci nous amene a
définir ’endomorphisme suivant :

N

Définition 2.1.

On définit Pendomorphisme ¢, . de C[#,] par

g {C1H1 = CL%]

X e x-py

Le lemme suivant justifie cette définition.

O
[
=
Y
(o]
-
o
=
(¢
@«
=
=
o
o
c
(o]
=g
=
o
7
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Lemme 2.2. Tr (IO(TE)) =Tr (§”A,n)'

Démonstration. Par définition p, est un projecteur, et par conséquent la multiplication
adroite v, : C[#,] — C[,] par p, est encore un projecteur (en effet, dans ce cas,
T 0Ty S TR =1,,):

Par un lemme classique d’algebre linéaire, on a alors la décomposition :

(C[,Sﬂn]:lm(r )@Im(Id—r )
=C[,]- p®C[S,]-(1—py).

Observons comment I’application ¢, _ agit sur chacune des parties de cette décomposition
en somme directe ; il vient :

— 2
Pon A p(m), (car py=1p,)
et ¢ . |t 1a-p0 =0. (car (1—=p;)py1=0)

Autrement dit, en choisissant une base adaptée a la décomposition en somme directe, on a

Mat (¢,..) N( Mat (p()) 0 >

0 0

On en déduit directement I’égalité de traces recherchée. O

Nous sommes donc ramenés au calcul de la trace de ¢, _, endomorphisme de
C[#,] dont, par définition, nous connaissons une base. Nous pouvons a présent

calculer le caractére y# de la représentation irréductible associée a A. En rappelant
dlm

que (avec les notations du chapitre précédent, ¢f. corollaire 1.29), p, =
en utilisant la linéarité de la trace, on a

ﬂ/lb et

)(A(rc)::Tr(p(rc)) Tr(golﬂ)_dlm Vi) Z Z e()Tr(x — e x-e,e.).

0eS, TES,
O'ERS(T) TGCS(T)

Or, le morphisme
{C[yn] - (]
x e -x-e, e,
permute les éléments de la base : il envoie le vecteur e, sure, -, -¢, - e. quiest égal
(par définition du produit dans C[.#,]) a e,..,.,.... Sa matrice est donc une matrice de

permutation et sa trace est le nombre d’éléments fixes dans la base.
Par conséquent :

dim(V))
2 (m)= dim(V)) Z Z e(r)Card{ge S, |g=m-g-0-1}.
oY, TES,
oeRS(T) reCS(T)

Nous allons manipuler cette expression pour que le membre de droite ne dépende
pas du choix du tableau 7' (le caractére n’en dépend pas).

© Spartacus-Idh 2016
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Ona
g=m-g-0-7T < 7r:g’r_1<7_1g_1
=g771g71-g071g71
_T/'O'/

en ayant posé
7= g’c'_lg_1 et o= ga_lg_1

Observons comment les conditions T € CS(7') (invariance des colonnes) et
o € RS(T') (invariance des lignes) se traduisent pour 7’ et ¢’ :

o €RS(T) = o eRS(T)
= go g =0"eRS(g(T)),

ou le tableau g(7') est défini de la méme fagon qu’a la note (2) p. 15 ; de méme pour
les colonnes, on trouve

7€CS(T) = gt g7 =1 eCS(g(T)),

en se rappelant que CS(7') et RS(7') possédent une structure de groupe.
La formule devient alors en réécrivant 'ensemble {g € &, |g=n-g-0-7} 2
I’aide d’une somme :

AN S S
dim (V) g€, o' RS(g(T ))
/eCS(g(T))

Z Z e(r)- S8, _., (en posant 77 = g(T))
T’ tableau o€RS(T")
de forme A 7eCS(T")

= Z ¢(7) - Card{Ttableau de forme A tel que 0 €RS(T) et T€ CS(T)}.

0,TES,
TO=T

(@)
[
o
Y
(o]
-+
o
-
(¢
7]
=
=
o
o
(=
(o]
=
=
o
7]

Si on pose
ZA\fovT(/l) := Card{T tableau de forme Atel que 0 € RS(T) et € CS(T)}, (T)

on a alors démontré :

,—( Proposition 2.3. )

Pour tout 7 € ¥, et toute partition A de I'entier 7,

M: e(t)N. (A 2.1
Ry = 3 A 2.

TO=T
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Remarque 2.4. Cette formule a I'inconvénient suivant : on somme sur 7! termes. Il
est donc impossible de donner un exemple intéressant qui ne remplisse pas plusieurs
pages et c’est difficile & exploiter théoriquement. ..

On va montrer, dans ce qui suit, que, dans certains cas, il est cependant possible de
réduire significativement la taille de la somme.

Réduction de '’ensemble de sommation

Dans le cas ou la permutation 7 posséde beaucoup de points fixes, autrement
dit si elle a un petit support (le support d’une permutation 7 étant I"ensemble
{i : (z) # 1}), alors on va pouvoir réduire I’ensemble de sommation dans la for-
mule précédente.

On travaillera désormais dans le cadre suivant : soit un entier £ < 7 et soit
w € S C ., (Vinclusion s’explique ainsi : on peut rajouter des points fixes a la
permutation 7t pour en faire un élément de 7, i.e. on pose 7t(i) = i pour tout > k).

Notons que prendre une permutation dans ., est une maniere générique d’ex-
ploiter le fait qu’il y a un petit support. En effet, le caractere étant invariant par
conjugaison, si une permutation possede un petit support, on va pouvoir se ramener
au cas ou tous ses points fixes sont sur les grandes valeurs (entiers entre k + 1 et 7
pour un certain k < 7), et la voir comme une permutation de %, avec k < 7.

Nous allons avoir besoin d’étendre la définition de N, _ :

ﬁ[ Définition 2.5. j

Soient 0, T € 4, et A une partition de 7.

f:{1,...,k} — Alinjectives telles que

/—]\\[;T(A) = Caedl 0 Vie{l,...,k}, f(i) et f(o(i)) sont dans la méme ligne ;
() oVie{l,...,k}, (i) et f(7(2)) sont dans la méme colonne.

en considérant A, dans cette définition de N, comme un «ensemble de cases »
(pour donner un sens a la notion de fonctions allant de I’ensemble {1,...,k} dans

I’ensemble A).

Remarque 2.6.

e Cette définition est compatible avec la définition (t), qui correspond ici au cas
k=n: f étant injective, elle est alors dans ce cas particulier bijective, ce qui
correspond bien a un remplissage de A, et donc a un tableau 7' de forme A. La
condition () devient alors 0 € RS(T) et T € CS(T).

e Dans le cas ou k> 7, il n’y a aucune fonction f injective possible : on a alors
simplement

Avec cette définition de N, nous pouvons énoncer le résultat principal de cette
section :
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,—( Proposition 2.7. J

Soient 7 € .7, et A une partition de I’entier 7. Alors

x () N
n(n—l)--~(n—k+1)(ﬁm—wz Z e(T)N, (A). 2.2)

Remarque 2.8.

e On note bien que, outre le facteur multiplicatif n(n —1)---(n —k + 1), la
différence avec (2.1), réside dans le fait qu’on a une somme sur les factorisations
de v dans ., et non dans ..

e Notons aussi que I’on ne fait aucune hypothese sur les entiers & et 7. Cela est
important dans la suite du cours. Si & > 7, le caractére y*(7) n’a pas de sens
(on ne peut pas voir canoniquement 7 € .%, comme une permutation de &),
mais comme le facteur 7(n—1)---(n—k+1) s’annule, on pose par convention

ATC
n(n—1)-..(n—/e+1)£mgvi) =0.

Le membre de droite de (2.2) est nul aussi si & > 7 (en effet, on a alors
N, _(A)=0, d’apres la remarque précédente). La formule est donc bien vérifiée

o,T

pour k > 7.

Démonstration. Le cas k> 7 ayant été traité dans la remarque précédente, supposons
k<n et choisissons w€.%,. Pour éviter les confusions, on notera dans cette preuve 7 son
prolongement a ..

Léquation (2.1) nous donne

L){A(ﬁ) = ()N (A
dim(V)) _Ze; (N

On coupe la somme en deux : d’une part les termes ou Supp(c) C {1,...,k} et de I'autre
les termes ot Supp(c) & {1,...,k}.

o Termes ou Supp(c) C{1,...,k} (remarquons déja que ceci implique que 'on
aaussi Supp(t) C {1,..., &}, du fait de la relation r =7wo ™).
Soit f :{1,...,n} — A une fonction injective (c’est-a-dire un tableau de forme A)
vérifiant les conditions (x) de la définition (2.5) ou k est remplacé par 7. Si I'on
considere la restriction de f a ’ensemble {1,...,&}, que l'on note

elle est encore injective et vérifie toujours les conditions () (en se plagant dans ce
cassur {1,...,k}).

D’autre part, si 'on considére la restriction de f a I’ensemble {k +1,...,7}, que
I'on note

8= f|{k+1,...,n}’
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il ’agit d’une bijection de {k+1,..., 72} sur A\ Im(fv ). Remarquons que les conditions
(x) ne fournissent aucune condition sur g. En effet, si j > k + 1, dire que « f(7)
et f(o(7)) = f(j) sont dans la méme ligne », est toujours vrai et n’ajoute pas de
contrainte supplémentaire.

Réciproquement,

v
- sif:{l,...,k} — Aest une injection vérifiant les conditions (x),

v

- etsig:{k+1,...,n} — Adest bijective de {k + 1,...,7} dans A\ Im(f),

alors f Ug:{1,...,n} — Adest bien une fonction injective vérifiant les conditions
(x) (par définition f U g(i)=f(i)sii <ket fLUg(i)=g(i)sii>k).
Ainsi

N, _()=N, IR CRCESOIS

0,7 |1,k

o Termes ot Supp(o) & {1,...,k}.
Autrement dit, il existe i > k tel que 0(i) = j # i. Comme tous les termes de la
somme vérifient 7o =7, ceci implique

w(j)=70(1)=T(1)=1.

Soit f vérifiant les conditions (). Alors
o f(i)et f(o(i)) = f(j) sont dans la méme ligne,
e f(7) etf(r(j)) = f(i) sont dans la méme colonne,

par conséquent f(z) et f(j) sont dans la méme case, ce qui implique que f n’est
pas injective. Finalement, dans ce cas, on a

N, _(l)=o.

0,7

En réunissant les résultats précédents, il vient :

n!)ﬁ(ﬁ) _ ~
dim(V)) o U)TZE;, E<T)(n_k)!N"u,..,,/e}wm ,,,,, /e)u)

TO=T

Supp(0)C{1,....k}

AAAAAAAAAA

(@) S 0N
. = E(T)No T(/{)’
(n—k)! dim(V)) sie
ce qui termine la preuve. O

Ilustrons notre nouvelle formule sur un exemple.

Exemple 2.9. Prenons 7w =(12) € S, et A une partition de 7.

e Casour=idet o0 =(12); f(1) et f(2) doivent se trouver dans la méme ligne,
disons la i-ieme de A : d’ou A; (nombre de cases de la i-¢me ligne de A) choix
possibles pour placer f(1) et A; — 1 choix possibles pour placer f(2) (une fois
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£ (1) placé). Si [ est le nombre de lignes de A, il vient donc :

N /

N (D =D A4 —1).

i=1

e Casout=(12)et 0 =id; de la méme fagon, si [’ est le nombre de colonnes
de Aet A le nombre de cases de la z-¢me colonne de A,

1d(12 Z’V /V_l)

Le théoréme nous donne alors

l/
/ /
n(n ldlmVA ZA A —1) Zii(xi 1)

i=1
v ! v
:ZAf—n—ngun:ZAf—ngz,
=1 =1 =1 =1

Remarque 2.10. U’exemple ci-dessus donne le caractere sur une transposition de
toutes les représentations irréductibles de tous les groupes symétriques. Bien qu’il ne
s’agisse que d’un cas simple d’application du théoréme, c’est donc déja un résultat
intéressant.

Signalons que le résultat de cet exemple était déja connu : on peut 'obtenir a
I’aide de fonctions symétriques, voir [Mac 95, Section 1.7, example 7].
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Oublier I'injectivité

La condition d’injectivité dans la définition de N complique certaines applications,
nous allons voir que nous pouvons ’oublier.

/—[ Définition 2.11. |

Soient o, T € 7, et A une partition de 7. On définit alors

fi{1,...,k} — Atelles que

Ng,r(/l) := Card 0 Vie{1,...,k}, f(i) et f(o()) sont dans la méme ligne;
(*) oVie{l,...,k}, (i) et f(7(2)) sont dans la méme colonne.

(A étant encore considéré, dans cette nouvelle définition, comme un « ensemble de
cases »).

Exemple 2.12. On a alors

N 2 (A Z’lz et 12) Z’l/z
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D’apres le calcul de ’exemple 2.9, on a alors

x*((12))

=1 (V)

= N(1 2),id(’1)_Nid,(1 2)(’1)-

Pour © = (1 2), la proposition 2.7 reste donc vraie en remplagant N par N. Le
théoréme suivant affirme que cela fonctionne en général.

,—( Théoréme 2.13. J

Soient 7 € ., et A une partition de entier 7. Alors

xA(m)
al—1)-- (k4 DEoT= D N, ()
J’TE:'Z:;E

o Démonstration. On veut montrer que :
=
g
3 > (@ON, (D= Y (N, (D)
N 0,TES, 0,1€Y),
TO=T TO=T

Q
=
-
]
]
-
A

Or, le membre de gauche peut s’écrire sous la forme

Z ( Z E(T)S{f,‘r,vvériﬁem(*)})3

[l bk} o,t€7,

f injective To=n

<

Caract

tandis que le membre de droite est égal & la méme somme, sans la condition d’injectivité :

Z ( Z E(T)g{f,r,ovériﬁcnt(*)})'

[l k}—=A o,1€S,

TO=TC

Il suffit donc de montrer que si f* est non injective, alors

Z E(T)a{fs‘r,a vérifient ()} =0.

0,1€S),

TO=T

Soient donc f : {1,...,k} = A, et i # j tels que /(i) = f(j). On remarque que si &
et T vérifient les conditions (x) et si To = 7, C’est équivalent a ce que 0/ = (i j)oo et
v/ =1 0(i j) vérifient les conditions (x) et que /0’ = 7 (ici, la fonction f est fixée).

Or, (1,0) et (7, 0") participent a cette somme avec des signes différents (car on a alors
e(t)=—e(7")) : Pexistence de cette involution changeant les signes implique que la somme
est nulle car ses termes s’annulent deux a deux. O

Remarque 2.14. Laformule de ce théoreme justifie 'appellation d’approche « duale »,
le caractére étant vu, dans le membre de droite, comme une fonction de A.
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Fonctions N, _(A)

Cas rectangulaire

Commengons par regarder le cas ou A est rectangulaire, ie. :

A:pxq::(q,...,q): p lignes
——
p fois

—_————
q colonnes

Dans ce cas on a (ici, |C(7)| désigne le nombre de cycles de la permutation 7) :

Lemme 2.15.

N, .(A)= plC@lglct,

Démonstration. Fixons ¢ et 7 dans 7. Pour calculer N, (), on compte toutes les

fonctions f : {1,...,k} — A qui vérifient les conditions (x). A partir d’une de ces fonctions
£, on peut définir deux fonctions :

e lafonction /,, définie par (en notant R(A) 'ensemble des lignes de A)

p, {00 R(A)

"l ¢ o ligne(f(2)) ou i€ c (quelconque);

(@)
o
=
o
a
(=g
-
Q
@
(%]
=
3
(D)
o
<
(o]
=
=
o
(7]

on remarque que cette fonction est bien définie puisque la condition (x) implique
que si deux éléments sont pris dans le méme cycle, ils sont envoyés dans la méme
ligne.

e lafonction 4, définie par (en notant Col(A) 'ensemble des colonnes de A)

b {C(T) — Col(A)

¢+ colonne(f (7)) ou i€ c (quelconque),

avec une remarque similaire concernant le bien-fondé de sa définition.

Réciproquement, pour tout couple de fonctions (5,, h,) défini comme ci-dessus, on peut

définir
f():= (by(Q)’bc(Cz))

ou (h,(c,),h.(c,)) est une case du diagramme (donnée sous la forme d’un couple ligne,
colonne), avec ¢, le cycle de o contenant i et c, le cycle de T contenant 7.
On a donc une bijection entre ces deux espaces de fonctions et par conséquent

f{l.. k= A

Card { f vérifiant (x)

} = Card {(by,hc), h,:C(o)—>R(A), h.: C(7)— Col(/l)}
= Card {h, : C(0) = R()} - Card {h, : C(r) = Col(N)}
:p\C(U)lq\C(T)\‘ O

Par conséquent, on sait calculer les caractéres sur les diagrammes rectangulaires :
on retrouve le résultat suivant, di a Stanley.
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Corollaire 2.16 (Stanley, 2003). Soient 7 une permutation de S, et p X ¢ une
partition rectangulaire de 7 = pq. On a alors

ek ) XN Il ICE)
sk
Remarque 2.17. La quantité dim(V?*7) étant complétement explicite (¢f. formule
des équerres [Sag 01, Theorem 3.10.2]), la formule nous permet bien de calculer le

caractere correspondant.

Cas général

Si ’on observe la preuve du lemme 2.15, ’hypothese que le diagramme est rectan-
gulaire apparait dans la deuxi¢me partie de cette preuve, au moment ou ’on souhaite
reconstituer / a partir du couple (h,,h,) : si A n’est pas rectangulaire, certaines
couples (7, ¢) ne sont pas les coordonnées d’une case du diagramme A, bien que 7 et
¢ solent respectivement une ligne et une colonne du diagramme. Ce phénomene est
illustré sur le schéma suivant.

P (S (P, .

Ceci nous amene a la définition suivante.
~—{ Définition 2.18.
Un couple (h,,h,) vérifie (x), si

Vi, (b, (c;),h(c;))€A ou ¢ €C(o) i€
,€C(r), i €cy,

ou, de maniére équivalente, si

c€C(0), €C(r), ;N #D = (h,(c1)sh () € A

Le lemme 2.15 devient alors :
Lemme 2.19.

N, .(A)=Card { (h,,h.), tel que (h,,h,) vérifie (*)h}'

Démonstration. Similaire a celle du lemme 2.15. O

\

Définition 2.20. J

Soit 0,7 € ,. On définit, et on note G

o,T?

le graphe biparti® défini par I’en-
semble de sommets V suivant :

V=V UV, ouV,=C(o)et V,=C(7)
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et par I'ensemble d’arétes E;;  défini par : pour tout ¢; € C(0) et ¢, € C(7),

(cp0)€E; <= ¢Ng #2.

(@) Un graphe biparti est un graphe dont ’ensemble des sommets V' est divisé en deux
parties V, UV, et ou chaque aréte a une extrémité dans V, et une dans V.

Exemple 2.21. Avec 0 =(12) et 7 =(1)(2), on a le graphe suivant :

(1) )

(1,2)

Fonctions indexées par des graphes

‘ Corollaire 2.22 (du lemme 2.19). N__(A) ne dépend que de G, .

Par conséquent, on pourra par la suite noter N;(A) aussi bien que N, _(A) si
G =G, .. Pour le confort du lecteur, donnons explicitement la définition de Ng(A).
Avec cette définition, N, _(1)=N; (A).

h( Définition 2.23. :}
Soient G un graphe biparti et A un diagramme de Young. Alors N (A) est le nombre
de couples h = (h,, h,) tels que

e ), est une fonction de V,(G) dans R(A);
e ), est une fonction de V,(G) dans Col(A);
e S’il y a une aréte entre v, € V,(G) et v, € V,(G) alors

(h,(v,),h.(2,)) € A

Exemple 2.24. Voici les fonctions N indexées par les graphes a 2 et 3 sommets :

W A

ND=1A, Na(D)=D A, Na=D) ()

=1 =1
Remarque 2.25. A un diagramme de Young A, on peut naturellement associer un
graphe biparti B, de la maniére suivante :
e les sommets blancs sont les lignes de A;
e les sommets noirs sont les colonnes de A;

e les arétes sont les cases de A (une aréte relie la ligne de la case correspondante a
sa colonne).
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28 Caractéres irréductibles, fonctions N et cartes chap.2 sec.2

Avec ce point de vue, N (A) peut s’interpréter comme le nombre de morphismes de
graphes bipartis® de G dans B,.

(@) On appelle ici morphisme de graphes bipartis de G dans H une application envoyant les
sommets blancs (resp. sommets noirs et arétes) de G sur les sommets blancs (resp. sommets
noirs et arétes) de H en préservant la relation d’incidence entre sommets et arétes.

La propriété suivante est facile et indique comment multiplier les N¢..

Proposition 2.26. J

Soient G et G’ deux graphes bipartis. Alors, pour tout diagramme A,
N(4) - Ng:(4) = N (A)s

ou GU G’ est 'union disjointe des graphes G et G'.

Coordonnées multi-rectangulaires

Comme le calcul est assez facile dans le cas rectangulaire, une idée, due a R. Stanley,
est de considérer les diagrammes comme une superposition de rectangles.

/—[ Définition 2.27. J

Soient deux listes d’entiers strictement positifs p=(py, ..., p,,) et q=(q>---,4,,)
de méme longueur. On consideére alors le diagramme suivant, appelé diagramme
multi-rectangulaire et noté p X q :

<q1++qm”ql++qm’ ’qm71+qm""’qm71+qm’qm""’qm>
—_——
P fois Py fois P,y fols

Cette définition est plus facile 2 comprendre sur une figure. Voici la représentation
graphique du diagramme multi-rectangulaire correspondant a deux listes p et q de
longueur 3.

]

2]

1
nl

93 92 q1

Remarque 2.28. Le cas rectangulaire correspond au cas m = 1. Tout diagramme
peut s’écrire comme diagramme multi-rectangulaire p x q, si I’'on ne fixe pas de
condition sur .

Rappelons que dans le cas rectangulaire N (p x q) = p!Vlg!+l; nous allons voir
ce que devient cette formule dans le cas général. Il nous faut pour cela définir la notion
de fonction croissante sur un graphe biparti :
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/—[ Définition 2.29. }
Soient G un graphe biparti et ¢ une fonction de I'ensemble V; = V, UV, des

sommets de G dans N*. Alors ¢ est dite croissante si I'image d’un sommet blanc
(i.e. de V) est toujours inférieure a I'image de ses voisins noirs (i.e. de V).

Exemple 2.30. Considérons le graphe (non-étiquete) et la fonction ¢ : V; — N*

suivante.

i J

Le graphe est non-étiqueté, 7, 7, k et / ne sont donc pas des étiquettes, mais les entiers
naturels associés par ¢ aux différents sommets. Par définition ¢ est croissante si 7 < k,
j<ketj<lI.

,—( Proposition 2.31. }

Pour tout graphe biparti G, I’évaluation de la fonction N sur un diagramme
multi-rectangulaire p X q est donnée par

Nopx@)= > T 2,0 1] 2001
p: VN o€V, ocV,
gl) croissante
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Exemple 2.32. Pour le graphe de 'exemple 2.30, on a
Ne(pxq)= Z PiPi%eq:-

i<k
j<l

Démonstration. On partdulemme2.19: N (pxq) estle nombre de couples h=(h,h,)
vérifiant (x),. A un couple (h,,h,.) (vérifiant ou non (x),), on associe une fonction
¢ : Vi, — N* de la maniére suivante :

e si v est un sommet blanc (v € V),

p)=isip+-+p 1 <h(V)<p+-+p
e De maniere similaire, si v est un sommet noir (v € V,),
pv)=jsig++q_ <h(v)<q+ - +g,.

Intuitivement on regarde dans quel bloc (selon la décomposition du diagramme en super-
position de rectangles) est la ligne 5, (v) (ou la colonne h_(v)).

Il est facile de voir que h = (h,, h,) vérifie (), si et seulement si la fonction ¢ est croissante.
Cela vient du fait que le diagramme p x q est la réunion de rectangles de tailles p; x g;
pour 1 <i < j < m. Par ailleurs, le nombre de pré-images d’une fonction ¢ fixée est

H Poo) H Dy(o)

o€V, ocV,

Ces deux remarques finissent la démonstration. O
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Cartes

Définition

D’une fagon intuitive, les cartes sont des graphes dessinés sur des surfaces. On
considere des multigraphes (i.e. plusieurs arétes distinctes sont possibles entre deux
sommets) bipartis dont les & arétes sont étiquetées par tous les nombres de 1 a & de
maniére bijective. On peut encoder ces graphes par les données suivantes

V=V,uV, E={l,.,k}, E—V,xV.

Exemple 2.33.

Sur ces graphes, nous allons ajouter une structure supplémentaire :

—{ Définition 2.34. |

J

Un systéme de rotation pour un graphe G est la donnée, pour chaque sommet,
d’un ordre cyclique® sur les arétes arrivant a ce sommet.

(@) Un ordre cyclique est un ordre total a rotation cyclique pres. Par exemple, 'ordre
cyclique 1 <3 <5< 6 est le méme que 3 < 5 < 6 < 1. On note généralement les ordres
comme des mots, par exemple (13 5 6).

Exemple 2.35. Pour le graphe G défini dans I’exemple ci-dessus (exemple 2.33), si
on appelle 2 le sommet o possédant quatre arétes et b le sommet o possédant aussi
quatre arétes, on peut, par exemple, assigner a @ 'ordre cyclique (13 56) eta b 'ordre
cyclique (2 5 4 3). Pour les autres sommets qui sont de degré 1 ou 2, il n’y a qu'un
ordre cyclique possible.

On peut représenter a la fois le graphe et son systéme de rotation sur une figure (en
se souvenant que le plan peut étre orienté, par exemple dans le sens trigonométrique) :
pour cela, on dessine les arétes de maniére a ce que, autour de chaque sommet, les
arétes soient dans ’ordre cyclique que I'on s’est fixé. Cela peut forcer a ajouter des
croisements d’arétes artificiels, méme quand le graphe (sans son systéme de rotation)
est planaire.
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Exemple 2.36. On reprend le graphe de I’exemple 2.33, muni du systeme de rotation
de I’exemple 2.35. Voici sa représentation graphique.

Remarque 2.37. Lorsque I'on a un graphe dessiné sur une surface, on a naturelle-
ment un systéme de rotation : on a en fait méme une équivalence (avec quelques
conditions techniques additionnelles) entre

{ graphes + systeme de rotation }

et

{ graphes dessinés sur des surfaces orientées a isomorphisme pres }.

Si ’on considere uniquement les objets connexes dans I'un de ces ensembles, on
obtient ce que I’on appelle une carte.

Récapitulons :

Définition 2.38.}

Une carte est un graphe connexe muni d’un systéme de rotation.

Ceci est la définition combinatoire de la notion de carte. Comme cela est évoqué dans
la remarque ci-dessus, il existe une définition équivalente topologique de la notion de
carte, dont on ne se servira pas ici.

Cartes et couples de permutations

La notion de carte est intéressante pour nous a cause du résultat suivant.

,—( Proposition 2.39. )

Il existe une bijection entre %}, X 4, et 'ensemble

{ graphes bipartis a k arétes étiquetées + systéme de rotation }.

On notera M, _ I'image du couple de permutations (o, ) par cette bijection.

Remarque 2.40. Attention, on gardera a I’esprit que les graphes considérés ici ne
sont pas forcément connexes !

En guise de démonstration, nous allons décrire cette bijection sur un exemple.
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Exemple 2.41. Partons du graphe et du systeme de rotation ci apres.

Nous allons lui associer un élément (o, 7) € 4 x . de la fagon suivante : a chaque
sommet blanc correspond un cycle de la permutation o (en listant les étiquettes des
arétes incidentes dans I'ordre trigonométrique : ici (1 3 5 6) pour le sommet blanc de
degré 4 et (2 4) pour Iautre) et, de la méme fagon, a chaque sommet noir correspond
un cycle de la permutation 7 (ici (1), (6) et (2 5 4 3)), soit

c=(1356)24) et t=(1)(6)2543).

Réciproquement, voici comment reconstituer le graphe et le systeme de rotation :
premiérement, on place un sommet blanc pour chaque cycle de o, un sommet noir
pour chaque cycle de 7 ; on place ensuite une aréte étiquetée 1 entre les deux sommets
correspondant aux cycles contenant 1, une aréte étiquetée 2 entre les deux sommets
correspondant aux cycles contenant 2, etc., ce qui permet de reconstituer le graphe
en lui-méme. Enfin, 'ordre des cycles des permutations nous donne le systéme de
rotation.

Notre formule pour les caractéres irréductibles du groupe symétrique (Théo-
reme 2.13) fait intervenir des couples de permutations (o, 7) dans I’ensemble de
sommation. Ces couples sont filtrés selon le produit To et le terme correspondant
dans la somme dépend uniquement du graphe G, _ introduit dans la définition 2.20.

Nous allons voir que ces deux informations se lisent aisement sur M, _, ce qui fait
de cette représentation un bon outil dans notre contexte. D’une part, le graphe G, _
est le graphe sous-jacent de M, _ (i.e. obtenu en oubliant le systeme de rotation et

en supprimant les arétes multiples). D’autre part, nous allons voir sur un exemple
comment lire le produit 7o sur M, .

Exemple 2.42. Reprenons 'exemple précédent ou 'on avait 0 = (13 5 6)(2 4) et
7 =(1)(6)(2 54 3). Voici le graphe M, _, muni de son systeéme de rotation, qui leur
est associé.

,T?

Nous allons pouvoir donner la décomposition en cycles de To. Attention, pour cette
construction, il est important d’écrire les étiquettes & gauche des arétes en allant
de Pextrémité blanche vers I’extrémité noire, comme cela a été fait ci-dessus. On
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commence par fixer arbitrairement le premier élément du premier cycle, et 'on
choisira par exemple 1 :

To=(1

ensuite on parcourt, dans le sens trigonométrique, I’aréte du graphe correspondant a
I’étiquette 1 jusqu’a rencontrer un sommet :

mais comme on a un ordre cyclique (des étiquettes) autour de chaque sommet, on a
un choix naturel pour continuer son chemin (ici I’aréte d’étiquette 3, car 3 succede a
1 dans I’ordre autour de leur extrémité blanche commune),

A nouveau, 'ordre cyclique nous indique quel embranchement suivre, et on arrive
au numéro 2 que ’on note dans le produit to :

En continuant de la méme fagon (on ajoute un numéro au produit 7o uniquement
lorsque 'on passe du bon coté de P'aréte, c’est-a-dire que 'on parcourt Iaréte de son
extrémité noire vers son extrémité blanche),

— To=(123
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— Tto=(1234

— T0=(12345

— T0=(123456

et finalement, il vient :
t0=(123456).
Donnons un autre exemple pour voir ce qu’il se passe quand il y a plusieurs cycles.

Exemple 2.43. Si on avait pris 'exemple

en partant du 1, on aurait croisé le 3 puis on serait revenu au numeéro 1 :

ce qui nous aurait donné premiérement le cycle (1 3); pour voir les autres cycles
il faut ensuite partir d’un point non encore sélectionné (ici le seul choix est 2) et
recommencer (on retombe, dans notre cas, sur 2) :
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Dans cet exemple, on a donc :

To =(13)(2).

Quand le produit 7o a un unique cycle, c’est-a-dire que ’on fait le tour de toutes
les arétes du graphe en une seule fois (cela implique en particulier que le graphe est
connexe), on dit que la carte est unicellulaire.

Si de plus, on se fixe To = (1 -+ k), les étiquettes de toutes les arétes peuvent étre
retrouvées a partir de 'aréte étiquetée 1 (en appliquant la procédure ci-dessus).

Par conséquent, nous avons le résultat suivant

,—( Proposition 2.44. ) \

Lensemble

{o,r€SH, o= k)}

est en bijection avec ’ensemble

{cartes biparties unicellulaires enracinées (.e. une aréte est marquée) a k arétes}.

J

Notes et références

De maniere surprenante, bien que la construction du symétriseur de Young soit
relativement ancienne, elle n’avait  ma connaissance pas été utilisée pour calculer les
caractéres (I’approche habituelle est d’exploiter le lien avec les fonctions symétriques,
¢f. [Mac 95, Section 1,7]).

La formule démontrée dans la premiere section a été conjecturée par R. Stanley
[Sta 06] sous une forme un peu différente (utilisant les coordonnées multi-rectangulaires,
qu’il a introduites dans son article [Sta 03]). Elle a été démontrée par ’auteur dans

Iarticle [Fér 10]. La démonstration présentée ici est un travail joint avec P. éniady,
of [FS 11a].

Cette formule est intéressante car elle fait intervenir différents objets classiques en
combinatoire. Les fonctions croissantes sur des graphes bipartis (ou plus généralement
orientés), et en particulier leur série génératrice, ont été étudiées sous le nom de
P-partitions par R. Stanley dans sa these [Sta 72]. La différence est qu’ici, il est naturel
de regarder des séries en deux ensembles de variables (p et q) alors que R. Stanley
considere des séries en un ensemble de variables.

Quant aux cartes, ce sont des objets omniprésents en combinatoire énumérative.
Un ouvrage de référence sur le sujet est le livre de S. Lando et A. Zvonkin [LZ 04]. Les
caractéres du groupe symétrique y apparaissent, dans ’appendice de D. Zagier, comme
outil pour compter des cartes avec les degrés des sommets fixés (voir aussi [Jac 88]).
Pourtant, cela ne semble pas relié a notre formule qui, au contraire, exprime les
caracteres du groupe symétrique comme une somme sur des cartes.
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CHAPITRE 3

PoLYNOMES DE KEROV

Dans ce chapitre, nous regardons un probleme posé par S. Kerov, que les outils
combinatoires présentés ici ont permis de résoudre. Il s’agit de prouver la positivité
des coefficients de certains polyndmes définis a partir de caractéres normalisés.

i) Rappels et caractéres normalisés

e Une représentation d’un groupe fini G est un morphisme de G dans GL(V),
ou V est un C-espace vectoriel de dimension finie.

e Les représentations irréductibles de ., sont canoniquement indexées par les
partitions A de I’entier 7 (noté A+ ).

e Pour une partition A de I'entier 7, on s’intéresse au caractére y* de la représen-
tation irréductible p* associée & A, défini par :

X, {5’2 - C
X g Tr (p’{(n)).
A
Le quotient d)i(m((\@i) apparalt souvent ici, nous le noterons donc y*(7), et I'ap-

pellerons le caractére normalisé

e Le caractere est une fonction centrale : pour 7w € &, y*(7) ne dépend que de
la classe de conjugaison de la permutation 7, c’est-a-dire du type cyclique de 7.

e Le théoréme 2.13 donne une expression combinatoire du caractére normalisé :
solent 7t € 4, et A une partition de 7

n(n—1)--(n—k+1)2(m)= Y e(r)N, (),

0,7€S),
To="7

avec la convention que le membre de gauche est nul si & > 7.

Ceci nous amene a la définition suivante :
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38 Polynémes de Kerov chap.3 sec.2

ﬁ{i Définition 3.1. \}

J

Soit ¢ une partition d’un entier k. Choisissons = € ., de type cyclique u. On
pose alors, pour toute partition A,

A=) (Al =k+1)24(7) si k<]

1A
Chy@=1 § S E>|Al

Remarque 3.2.

e Comme y* est une fonction centrale, le membre de droite ne dépend pas du
choix de 7 et Ch,, est bien définie.

e Ch,, est bien une fonction sur I'ensemble de tous les diagrammes de Young de

Pour mettre cela en valeur, nous allons utiliser désormais |A] a la place de 7
(qui n’est plus considéré comme un entier fixé).

Les objets N, _ et N, introduits respectivement dans les définitions 2.11 et 2.23, étant

aussi des fonctions sur tous les diagrammes de Young, le théoréme 2.13 peut alors se
lire comme une égalité entre deux fonctions sur rous les diagrammes de Young : si 1 est
une permutation de ., de type cyclique y,

Quelques propriétés de Vect(ChM)

Les fonctions Ch,, engendrent linéairement un sous-espace vectoriel de I’espace

des fonctions sur les diagrammes de Young. Ce sous-espace est appelé espace des
fonctions polynomiales et noté A. Nous allons voir quelques propriétés de A.

Stabilité de A par multiplication

Dans cette section, nous allons prouver que A est une algebre, c’est-a-dire qu’elle

est stable par multiplication. En fait, on a méme le résultat un peu plus fort suivant :

Proposition 3.3. )

Soient deux partitions y; et u, (non nécessairement de méme taille). Alors
Ch " -Ch s s’écrit comme une combinaison linéaire a coefficients entiers (positifs)

de (Ch,), aritions OU les partitions v sont de taille quelconque.

Démonstration. Nous allons prouver ce résultat sur un exemple, en prenant

1=y =(2):
On regarde donc le carré Ch(zz), ol Chyy)(A) = [A|(JA| — 174((12).

toutes les tailles : pour u fixée, on peut prendre n’importe quelle partition A.

© Spartacus-Idh 2016


www.spartacus-idh.com

© Spartacus-Idh 2016

chap.3 sec.2 Quelques propriétés de vect(Ch ) 39

On rappelle que :
2 ((12)) =Tr [p*((12))].

Il est naturel de se poser la question de la multiplicativité du caractére ; or, si p* est bien
multiplicatif, ce n’est pas le cas de la trace, et finalement, d’une maniére générale,

A A A
x (g8 F# 1) x'(&):
On a cependant le résultat suivant, dont la preuve est une application directe du Lemme
de Schur [Sag 01, Lemma 1.7].
Lemme 3.4. Si x € C[.¥,] est central (ie. Yo € F,, e, - x = x - e_, ou, de manicre
équivalente, en écrivant x =3° ., a.e., si @, dépend uniquement du type cyclique de

7), alors p*(x) est une homothétie : plus précisément

PH(x) = 24(x)

Corollaire 3.5. Soient x,y € C[.#,]. Si x est central, alors

2y =24 240).

Démonstration.
2 y)="Tr (pM(x9)) =Tr (p'(x)- 0°(2)) (o* multiplicatif)
=Tr ($'(x)-2*())
=24(x)- 1’ )- m

Revenons a la preuve de la proposition 3.3. Pour exploiter le corollaire ci-dessus, 'idée
est d’exprimer Ch, (4) comme le caractere d’un élément central, divisé par la dimension
de la représentation.

ilya |/1|( |A|— 1) termes dans la somme et, comme le caractére est une fonction stable par
conjugaison, chacun de ces termes a pour caractére normalisé 7*((12)).

-
Il y a une fagon naturelle de faire ¢a en remarquant que =%
5

AL [ [«}3

ChoyD)=24( > G 1); 3

1<ij <l &

i#] e

~

)

=

=)

<

Remarque 3.6. Toutes les fonctions Ch,,(A) possedent une écriture semblable.
Par exemple, pour  =(2,2), on a

Ch(z,z)(ﬂ) = )?A < Z (¢ ])(k l))

1<i,j k,/<|A|
i,7,k,l distincts

= AA = DA =2)(1A1=3)2* ((12)(3 4))

et, pour u =(2,1),ona

Ch<z,1>u>:;e*( > (i/')(/e)>

1<i,7,k<|A|
1,7,k distincts

=1A(A=1D(A=2)7((12)).
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Dans ce deuxi¢me cas, (k) est un cycle sur 1 élément, c’est-a-dire I'identité et 'on pourrait
écrire simplement (7 ) au lieu de (i j)(k). Mais il est important de sommer auss sur les
valeurs possibles de £ pour que le nombre de termes dans la somme soit | A|(|A|—1)(|] A|—2).
On écrit donc (7 7 )(k) pour rappeler que 'on somme aussi sur k.
Revenons a nouveau a la preuve de la proposition 3.3. Soit A une partition ; en appliquant
le corollaire 3.5, on a alors

Ch(z)(/l)'Ch(z)u):)?A( Z (¢7)- Z (k Z))

1<i,j<IAl 1<k, <)
it k]

Ceci ressemble a 'expression de Chy, ,), a ceci pres que les indices (2,7, £, /) dans la somme
ne sont pas nécessairement distincts. On va donc découper la somme en fonction des
égalités éventuelles vérifiées ou non entre les éléments des couples (7 7) et (B /). Ainsi

Ch(z,n(i):)?*( Yo kD4 D Glp+2 Y (i)(j)>,

1<i,7,k, <| Al 1<i,j,I<|A] 1<i,j<|4]
i,7,k,l distincts i,7,0 distincts i#]

en notant que le 3-cycle provient du cas (i = k) et le facteur 4 des 3 cas symétriques :
(i=1),(j =k),(j =), le terme suivant provenant du cas (i = k,7 = [) et le facteur 2 du
cas symétrique : (1 = 1,7 = k).

Chaque terme correspond a une fonction Ch, pour un certain v et on obtient

Chyy)(4) - Chyyy(4) = Chyy 5(4) +4Chy3)(A) +2Chy, 1) (A).

Le mérr}e type d,e {aisonnement peut étrfr* aPPliqué a def partiti(?ns f et quglgonque{s.
On obtient en général une combinaison linéaire de Ch, a coefficients entiers positifs, mais
pour lesquels il n’existe malheureusement pas de formule close. O

Remarque 3.7. Rappelons que Ch 4, et Ch 0 s’expriment, de maniére combinatoire,

en fonction des N; (Théoreme 2.13). Les N¢; sont faciles a multiplier (Proposition
2.26). Pourtant, je ne sais pas expliquer, en utilisant ce point de vue, le fait que le
produit Ch, -Ch,, soit une combinaison linéaire des Ch,.

Une base algébrique de A

Nous allons introduire ici une famille de fonctions qui forme une base algébrique
de A.
Considérons {, =(1 --- k) € #,. Le théoréme 2.13 s’écrit dans ce cas

Chg, = Z e(T)N, ...

T,0€S),
To=(),

Mais I’ensemble des permutations o, T € ., telles que To = ), est en bijection avec
les cartes biparties unicellulaires enracinées avec k arétes. En remarquant que

e(7) = (—1)FICEN = (—y(—1) Vo0,
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le résultat ci-dessus se réécrit

Chy,y = (—1) > (1) *Ng 3y,

M carte bipartie
enracinée et unicellulaire
A
avec k arétes

ou G(M) est le graphe sous-jacent a la carte M.
Dans I’ensemble ./, de ces cartes ( biparties enracinées et unicellulaires avec &
arétes), une sous-famille va s’avérer particulierement intéressante :

Ty, :=={M € M}, M sans aréte multiple et sans cycle («arbre »)}
={Me M, Mak+1sommets} ={M e .« M planaire},

la derniere égalité provenant du caractere unicellulaire des éléments de .#),. Cette
famille correspond aux factorisations o7 = ), telles que |C(o)|+|C(7)| =k + 1.

B,
f—( Définition 3.8. |
~ @ @
Les arbres plans enracinés sont définis récursivement de la manicre suivante. Un
arbre plan enraciné T est :
- soit un sommet noir seul o,

- soit un sommet noir seul @ relié a une liste ordonnée d’arbres plans enracinés.

Exemple 3.9 (Représentation graphique des arbres plans enracinés).

Si T =(e,(7},T,,Ty)), alors on le représente graphiquement ainsi :

TZ
En appliquant cela récursivement, on obtient la représentation graphique d’un arbre
plan enraciné. Voici un exemple :

T Ty

| Lemme 3.10. Les arbres plans enracinés a k artes sont en bijection avec 7.

Démonstration. Expliquons comment passer de ’arbre a la carte. La structure de graphe
est donnée par I’arbre. On impose par exemple que la racine soit un sommet noir du
graphe. Larbre peut ensuite étre bicolorié de mani¢re unique. Comme on a un arbre plan
(c’est-a-dire un ordre sur les enfants d’un sommet quelconque), on a un ordre cyclique sur
les arétes partant d’un sommet quelconque. On choisit comme aréte racine I’aréte la plus
a gauche partant de la racine de I’arbre. Voici par exemple la carte bipartie unicellulaire
enracinée associée a I'arbre ci-dessus.
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42 Polynémes de Kerov chap.3 sec.3

La construction inverse est immédiate. O

Remarque 3.11. Attention, la notion de fonction croissante que I’on a définie sur
les graphes, induit, sur les arbres associés, une notion inhabituelle de croissance que
’on représente sur le schéma ci-dessous :

N
A

I V]
N

Nous allons définir a présent la famille (R,),,, en restreignant dans Ch;_,, la

somme a notre sous-ensemble de cartes J;_, (attention au décalage d’indice qui sera
expliqué dans la section 3) :

/—( Définition 3.12. |

On pose
I— T
Ry==)"" Y (" DIngy= Y e(o)N, ..
T arbre plan enraciné T,0ES] 4
a | sommets To={_,
(I—1 arétes) |C(o)+|C(z)=I

On appelle ces R; les cumulants libres.

Remarque 3.13. Ceci n’est pas la définition originale des fonctions R;. La dénomi-
nation de cumulant libre vient d’un lien avec la théorie des probabilités libres. Nous
expliquons (rapidement) la définition originale et ce lien dans ’annexe A.

,—( Proposition 3.14. J
La famille (R;);5, forme une base algébrique de I'algebre vect(Ch,,).

Positivité des polynomes de Kerov

Comme les cumulants libres forment une base algébrique de A, tout élément de A,
et en particulier Ch ,, s’écrit de manicre unique comme polyndme en les cumulants

libres. Formellement,
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Corollaire 3.15 (de la proposition 3.14). Pour toute partition y, il existe un unique
polynéme K, appelé polynéme de Kerov tel que

Ch, =K, (Ry,Rs,...).

Dans ce qui suit, nous présentons les idées de la preuve du résultat suivant.

,—( Théoreme 3.16. J

Le polyndme K, est a coefficients entiers positifs.

L’approche est d’exprimer Chy;, et les R; en fonctions des Nj;. Rappelons que

R, est une somme alternée de N, associés a des arbres. En utilisant la proposition
! X . G , LSRN

2.26, on voit que les produits de R; sont des sommes alternées de N, associés a des

foréts (i.e. des unions disjointes d’arbres). A contrario, Ch p s’écrit comme une somme

alternée de N; associés a des graphes quelconques. La difficulté va venir de ce point.
Pour voir ce qui se passe, commengons par quelques exemples.

Quelques exemples
Ona

Chyy =Ny =R,
Ch(z):—NA +NA :RS’
Ch(S) :N/l\,—'_N/I\_}NN +]VI:R4 +R2.

Le terme Nj de la derniere égalité correspond au graphe sous-jacent de la carte non-
planaire suivante :

graphe

_—

SOUS‘]QCCHI

En effet, par définition, le graphe sous-jacent est obtenu a partir de la carte en oubliant
le systeme de rotation ainsi que les multiplicités des arétes.

Jusqu’a présent dans chaque terme, le graphe sous-jacent correspondant est sous
forme d’arbre. C’est encore le cas pour Chy,.

Ce n’est plus vrai pour Chys, : la fonction Chs) se présente sous la forme d’une
somme de 120 termes dont N, ou G’ est le graphe sous-jacent de la carte non-planaire
suivante

graphe

—_—

sous-]acent

Ce graphe n’est pas une forét et la fonction NM n’apparait donc pas telle quelle dans
un produit de R;. Ceci souléve la question suivante : peut-on réécrire NM comme

une combinaison linéaire de (N )z o, ?
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Inclusion-exclusion cyclique

Motivés par la question ci-dessus, nous allons étudier les relations entre les fonc-
tions N,.

Lemme 3.17.
Démonstration. On rappelle la formule suivante :

No(pxq)= Z M,, avec M, = H Py(o) H Go(ey

¢:Vo—N* eV, cV,
¢/

ou ¢ / signifie que ¢ doit étre croissante sur G. Notons

Tous les graphes G, ont le méme ensemble de sommets V. En réécrivant la formule
donnant N, sous la forme suivante,

]\[G(p>< q): Z Mgp '8<p/'surG’

@:Vg—N*

on a, pour tous les N, , le méme ensemble de sommation. Il suffit alors de montrer que,
pour toute fonction ¢ : Vi — N,

Mgp (8¢/surco_8¢/surGl _8¢/surG2 +é\q)/sur63) =0.

Nous appellerons 7,7 ,k,/ les images des sommets de V; par la fonction ¢ selon le schéma

suivant :
k !
)]

Pour simplifier les notations, on introduit

>
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S =6

r o/ surG,>

On procede par disjonction de cas.

I
1. si i </, la condition de croissance correspondant a I’aréte i/ est vérifiée. Le fait
que ¢ soit croissante sur un graphe ne dépend donc pas de I’appartenance de cette
aréte au graphe et on a:

8y=8, et &8,=5, B (8,—8,—8,+8,)=0.
2. De maniere similaire, si j < k,

$o=8, et 8,=8, = (8,—8,—8,+8,)=0.
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k
3. sii >k, la condition de croissance correspondant a ’aréte iI n’est pas vérifiée.
Comme tous les G; contiennent cette aréte, ¢ n’est croissante sur aucun des G, et

8,=8,=68,=8,=0 = (8,—8,—8,+3,)=0.
4. de méme,sij >/,
8,=8,=48,=8,=0 = (8,—8,—8,+8;)=0;

5. sinon ona i > [ (négation de 1), [ > j (négation de 4), j > k (négation de 2) et
k > i (négation de 3), soit :
i>1>j>k>i,

d’oti une contradiction (i > i). O

Remarque 3.18.

e Cette démonstration se généralise a d’autres graphes : par exemple, en rajou-
tant a tous les graphes précédents des arétes et des sommets identiques, on
conserve la méme équation. Par exemple (les deux arétes supplémentaires sont
en pointillé), ona:

NN' - NN' - M- + NII. =0.

e Ce qui est important c’est que le graphe de départ (celui contenant le plus
d’arétes) possede un cycle (pour la contradiction du 5). Dans le lemme ci-dessus,
le cycle est de longueur 4, mais on pourrait considérer des cycles plus longs.

e Notons que, dans un graphe biparti, les cycles sont eux-méme bipartis et donc
de longueur paire. Etant donné un cycle, il y a alors deux maniéres de ne garder
qu’une aréte sur deux. Ces deux maniéres correspondent aux deux orientations
possibles du cycle C : en effet, lorsque 'on a orienté C, on peut décider de ne
garder (par exemple) que les arétes orientées du blanc vers le noir.

s 3 A 1 .
D’une maniere generale, on a @

,—( Proposition 3.19. ) \

Soit G un graphe biparti contenant un cycle C.

On choisit une orientation, notée C, de C et on note 12 I’ensemble des arétes (de
C) orientées d’un sommet blanc vers un sommet noir :

Ez = {arétes o>—e }.

Alors
> (D)FINg e =0,

E'CEg

ou G\E’ est un graphe ayant les mémes sommets que G avec pour ensemble
d’arétes EG\E'.
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Démonstration. Semblable a la démonstration précédente. O

Nous appellerons ces relations entre les N, relations d’inclusion-exclusion cy-
clique.
Corollaire 3.20. Pour tout graphe G biparti, on peut écrire N; comme une combi-

naison linéaire de (N} g o, (en utilisant les relations d’inclusion-exclusion cyclique).

Démonstration. Si G est une forét, il n’y a rien 2 faire.

Sinon, il contient un cycle et ’on peut donc appliquer la proposition précédente : le terme
de la somme correspondant a £’ = @ est N, = Ni;. En passant ce terme de I'autre cote,
on exprime donc N; comme une combinaison linéaire des N, -/, avec E' # @, donc une
combinaison linéaire de fonctions N indicées par des graphes possédant strictement moins
d’arétes que G.

On conclut par récurrence descendante sur le nombre d’arétes. O

Remarque 3.21. ] faut faire attention au fait que cette précédente décomposition
n’est pas canonique : il faut en effet choisir le cycle et I'orientation du cycle. Par
exemple, si on part de la fonction N indexée par le graphe suivant :

[ 1 ®
on peut ’écrire de deux fagons différentes comme combinaison linéaire de foréts,
selon I'orientation du cycle (pour alléger les notations, on remplace ici Ni; par G) :

LT
SRS e

Ce résultat permet ainsi d’écrire chaque terme N ;) dans Ch,;,) comme combi-

ou

naison linéaire de (N g o4, s cOmme M possede une structure de carte, il est possible,
dans ce contexte, d’effectuer une telle décomposition de fagon canonique et de ras-
sembler des termes pour obtenir des cumulants libres R; (z > 2).
Il est donc possible, mais relativement technique, de comprendre les coefficients de
K, de cette facon, voir [Fér 09].

Dans ce qui suit, nous allons présenter une autre méthode.

Un ensemble complet de relations

Dans ce que I'on vient de voir, on avait pris un graphe et on lui avait enlevé
des arétes pour arriver a des foréts; ici, on va procéder de maniére contraire, en
essayant d’utiliser les relations d’inclusion-exclusion cyclique pour ajouter des arétes.
Commengons par définir la famille de graphes auxquels on ne peut plus ajouter d’arétes
par inclusion-exclusion cyclique.
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/—E Définition 3.22. \}

Soit I une composition@ de taille d et de longueur paire 2/ :
I=(,,.... L)

On définit le graphe biparti G, de la fagon suivante :

e I'ensemble de ses sommets V; est de la forme
Ve, = V,UV,
ou
V,=V, u.--uv,, avec (Vie{t,....,l}, Cad(V,;)=15;,),
et
V,=V,,u---uv,, avec (V7ef{y,....1}, Card(V.’j)zlzj);

e I'ensemble des arétes £ est défini par

Eg =||V.; x Viy.
j<h

(@) i.e. une liste d’entiers strictement positifs de somme d.

Exemple 3.23. La liste  := (3,4, 1,2) est une composition de taille 10. Le graphe
G, associé est alors le graphe suivant :

Remarque 3.24. Soit / =(1,,...,1,;) une composition. Posons p = ({;, 13, -+, I5;_4)
puis q = (15,1, ,1,;). Alors G; correspond au graphe B, ; associ¢ au diagramme
p X q, comme on I’a défini dans la remarque 2.25.

Si on considere deux sommets v et v’ de V_, et que I’on regarde leurs voisins, on
a toujours une inclusion dans un sens ou dans I’autre : formellement, en notant ¥(a)
le voisinage du sommet 4, on a

V(v) C ¥ (o)) ou V(') SV (v).

Cette propriété est en fait caractéristique des graphes G,, ce que 'on formalise dans le
lemme suivant (dont la démonstration est immédiate) :

1od
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Lemme 3.25. Si G n’est égal 2 G; pour aucune composition /, alors il existe v, v’ €V,
tels que

Jw,w’ €V, weV(v\V(V) et @ €V(@NV(v).

Remarque 3.26. Cela revient a dire que le graphe G contient le motif suivant :

Ce motif doit étre compris au sens suivant : le graphe peut contenir d’autres sommets
et d’autres arétes ayant au moins une extrémité hors du motif (symbolisées par
les tirets). En d’autres termes, on demande que le graphe induit sur I’ensemble de

sommets {v,7’,w,w’} contienne exactement les arétes {(v, w), (v, w")}.

Soient G et (v,v’,w,w’) définis dans le lemme précédent. Posons
G, =GU{(v,@'),(v',w)},

ce qui revient a rajouter, dans le motif de la remarque les deux diagonales : G, possede
donc un cycle de longueur 4. Choisissons Porientation de C, que nous notons C, telle
que I'ensemble d’arétes blanc-vers-noir correspondant soit E¢. = {(v,w’), (v, w)}, of-
la figure suivante :

v o'

En appliquant la proposition 3.19, on obtient

Ng, = Ne (0,0 — N\ ((@,0)} T Ney\ w0, 0/0)) = O

Or, par définition, G = G,\{(v, w’),(v/,w)} : Ni; est par conséquent une combi-
naison linéaire d’éléments associés a des graphes possédant plus d’arétes que G : on a
bien réalisé la manceuvre contraire de celle de la section précédente, on I'on exprimait
N al’aide d’une combinaison linéaire d’¢léments indicés par des graphes possédant
moins d’arétes que G.

Corollaire 3.27. Pour tout graphe biparti G, N; peut s’écrire comme une combi-
naison linéaire de N (en utilisant uniquement des relations d’inclusion-exclusion

cyclique sur des cycles de longueur 4).

Démonstration. identique i celle du corollaire 3.20 (sauf que I’on fait une récurrence
montante sur le nombre d’arétes). O

Comme pour les foréts, la maniere d’obtenir cette décomposition n’est pas cano-
nique, car il peut y avoir plusieurs occurrences du motif ci-dessus. Cependant, dans le
cadre de ce corollaire (contrairement au corollaire 3.20), la décomposition obtenue au
final est toujours la méme, comme le montre la proposition suivante.
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Proposition 3.28. J

Les Ng , o [ décrit I'ensemble des compositions de longueur paire, sont linéaire-
ment indépendants.

Démonstration. A une composition J de longueur paire 2/, nous associons le monéme

o1
M]:p{lpga.uplzl 1q{zqg4.“q{zl.

Supposons que M; apparaisse dans le polyndme N, (p X q), c’est-a-dire que M; = M,
(notation de la démonstration du lemme 3.17), pour une fonction ¢ croissante sur G,.

Cela implique que 7; < J;. En effet, tout sommet noir de G, est reli¢ aux sommets de V, ;,
c’est-a-dire 3 au moins /; sommets blancs. Comme ¢, a une puissance non nulle dans /,,,
au moins un sommet noir a pour image 1 par ¢. Il faut donc que au moins /; sommets
blancs aient pour image 1. Donc I'exposant de p; dans #,, est au moins /; ce qui montre
que I, <J,.

Si on suppose que I; =], alors nécessairement 1, > J,. En effet, dans ce cas, exactement
les sommets de V/, ; ont pour image 1 par ¢. Cela implique que, parmi les sommets noirs,
seuls ceux de V, | peuvent étre envoyés sur 1 par 9. Comme ¢ envoie exactement ],
sommets noirs sur 1 (C’est 'exposant de g, dans M, = M), ona |V, || =1, > ],.

Le méme raisonnement montre que si [, =], et [, = ],, alors nécessairement [, < J;, ez
cetera.

Finalement, on a que M, ne peut apparaitre dans Ng, quesi / X ] pour un certain ordre

total < sur les compositions (ordre lexicographique sur (1;,—1,, I;,—1,, -+ )), ce qui prouve
immédiatement I'indépendance linéaire des N; .

Remarque 3.29. Prouver I'indépendance des fonction NG, est plus facile. En effet,
comme expliqué dans la remarque 2.25 pour N, la quantité ﬁc(/l) est le nombre
de morphismes injectifs de G dans B). En combinant cela avec la remarque 3.24,
on obtient que N (A) est le nombre de morphismes injectifs de B, dans B, ot u

est le diagramme de Young de coordonnées multi-rectangulaires (7, ;,--- ,I,;_;) et
(I, L, 1 I,;). Ce nombre est nul si u n’est pas inclus dans A et non nul'si A = . Ceci

montre I'indépendance linéaire des fonctions N (quand u parcourt ’ensemble des

diagrammes de Young), c’est-a-dire des fonctions ﬁc, (quand I parcourt I’ensemble

des compositions de longueur paire).
Il est ensuite possible de montrer que la matrice de passage entre les N; et les

N, est triangulaire avec des 1 sur la diagonale, ce qui donne une autre preuve de la
G, g g q p
proposition ci-dessus.

Corollaire 3.30. Les N;; forment donc une base de vect(Ng). En particulier la
composante de degré d, en p et d, en q de vect(Ng;) a pour dimension

Z(dp—l) (dq—1) _ (dp+dq—z>'
—\1-1)\I-1 d,—1

La composante de degré total d en p et q de vect(N;) a pour dimension

242,
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Démonstration. Le terme général de la somme ci-dessus compte le nombre de composi-
tions / de longueur 2/ telles que G; ait d, sommets blancs et d, sommets noirs. O

Exemple 3.31. Considérons le cas d, = d, = 3. A isomorphisme prés, il existe
7 foréts biparties non-étiquetées sans sommets isolés avec 3 sommets blancs et 3
sommets noirs : 6 d’entre elles apparaissent dans la remarque 3.21 et la septiéme a
trois composantes connexes toutes semblables a I. Les fonctions N correspondantes
engendrent la composante homogene de degré 3 en p et 3 en q de vect(N;). Il y a
exactement une relation entre ces fonctions, décrite dans la remarque 3.21. Cette
composante homogene a donc dimension 6 = (3), comme prédit par la formule
ci-dessus.

Remarque 3.32. Cela explique a posteriori I’existence de relations entre les (Ng ) 1, 200
car le nombre de foréts 3 d sommets augmente plus vite que 242,

Corollaire 3.33. Si on note # ’ensemble des relations d’inclusion-exclusion cy-
clique sur des cycles de longueur 4, I’espace vectoriel vect(N;) admet la description
suivante :

vect(Ng) =vect(G)/ .

Démonstration. Partons de deux combinaisons linéaires égales
_ /
E N = E coNg.
G G

On peut réécrire chacun des membres de cette égalité comme une combinaison linéaire
de N, en utilisant uniquement des relations d’inclusion-exclusion cyclique sur des cycles
de longueur 4. D’écriture comme combinaison linéaire de N, étant unique, les deux
expressions obtenues sont les mémes. On peut donc passer du membre de droite au
membre de gauche en utilisant uniquement des relations d’inclusion-exclusion cyclique
sur des cycles de longueur 4. O

Une famille d’invariants sur les graphes

Dans cette section, nous allons définir combinatoirement des fonctions 7, sur
’ensemble des graphes bipartis. Ces fonctions s’avérent étre compatibles avec les
relations d’inclusion-exclusion cyclique.

/—E Définition 3.34. J
e On appelle graphe décoré un couple (G, 5) ot G est un graphe biparti et 5

une fonction

h:V,—{2,3,---}
veérifiant 3oy, h(0) =|Vg|.

e Un graphe connexe décoré est dit expanseur si

VeV (VB V), [TV)> Y ho),

ocV
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ou ¥ (V) désigne le voisinage fermé de V' (i.e. les sommets de V' et les voisins
des sommets de V).

e Un graphe décoré est dit expanseur si toutes ses composantes connexes le
sont.

e Le type d’un graphe décoré est la partition obtenue en triant le multi-

ensemble h(V)).

Exemple 3.35. Considérons le graphe décoré suivant (sans I’aréte en pointillé). Les
entiers indiquent les images par 5 des différents sommets blancs.

C’est un graphe décoré de type (4,3,2). Il n’est pas expanseur car le voisinage fermé
des deux sommets blancs de gauche est de taille 5 (la somme des 5 correspondants
est aussi 5, attention a I'inégalité stricte dans la définition d’expanseur).

Si on rajoute I’aréte en pointillé, le graphe décoré obtenu est expanseur.

Remarque 3.36. La terminologie de graphes expanseurs est empruntée a la théorie
des graphes. Ces graphes, définis par des bornes inférieures sur les tailles des voisinages
de tous les ensembles de sommets, ont de nombreuses applications dans diverses disci-
plines scientifiques, voir [HLW 06]. Il est surprenant de voir des conditions similaires
apparaitre dans notre probléme. Malheureusement, nous n’avons pas d’explication
conceptuelle de ce lien.

Nous pouvons maintenant définir nos fonctions .

p
/—L Définition 3.37. |
J
Soient v une partition et G un graphe avec Con(G) composantes connexes. Alors,

par définition, (—1)°*@] (G) est le nombre de décorations 4 de G de type v telles
que (G, h) soit expanseur.

Cette définition est compatible avec I'inclusion-exclusion cyclique, au sens suivant :
,—( Proposition 3.38. J

Soient G un graphe biparti et C un cycle orienté de G. Alors, avec les notations
de la proposition 3.19,

> (—)FII(G\E)=0.

E'CEg

Démonstration. De maniére surprenante, nous n’avons pas trouvé de preuve élémen-
taire (comme pour la proposition 3.19) de cette proposition. La preuve nécessite une
reformulation de la définition de graphes expanseurs en terme d’équation de transports
et des outils de géométrie convexe sur ’ensemble des solutions de ces équations. Nous

’omettons ici, voir [DFé 10, Lemme 8.3]. O
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Cette proposition implique en particulier que IV(Z c/NG]_) => chV(G/) est
bien définie : comme le formalise le corollaire 3.33, si on prend deux combinaisons
linéaires égales, on peut passer de ’'une a I"autre par inclusion-exclusions cycliques,
opérations qui ne modifient pas la valeur de .

Nous allons voir que I'image de produits de cumulants libres par I_ est facile a
calculer.

Lemme 3.39. Soit G un graphe contenant un pont® dont I’extrémité noire n’est
pas une feuille®. Alors quelle que soit la décoration b de G, le couple (G, h) n’est
pas expanseur.

(@) Un pont est une aréte qui déconnecte le graphe lorsqu’on I’efface.
(b) Une feuille est un sommet de degré 1.

Démonstration. On peut supposer G connexe. Soit V! et V? les ensembles de sommets
blancs des 2 composantes de G apres avoir retiré le pont. Le fait que extrémité noire du
pont n’est pas une feuille assure qu'aucun de ces deux ensembles n’est vide. Alors si b est
une décoration telle que (G, ») est expanseur, on a

VDI +V (VDI =D h(0)+14+ > h(o)+1=D " h(o)+2=|V|+2.

ocV)! oeV2 o€V,

Par ailleurs, seule I’extrémité noire du pont peut appartenir a la fois aux voisinages fermés
de V!et V2, ce qui montre que

[VVOI+ (VI <[ Vel +1,

d’ou la contradiction. O
En particulier, parmi les arbres, seuls ceux avec un seul sommet blanc (que nous
appellerons éroiles) peuvent étre expanseurs. On en déduit immédiatement le lemme
suivant.

Lemme 3.40. Sivet v =(7y,...,7;) sont deux partitions, alors

..R,,):{(—ly siv=r,

I (R .
0 sinon.

A A
Démonstration. R_ ---R_ estune somme alternée de fonctions N associées a des forcts.
Parmi ces foréts, une seule est une union disjointe d’étoiles. Ces étoiles sont de taille
respective T,,...,7; et leur union disjointe apparalt avec un coefficient 1.

Cette union disjointe d’étoiles est expanseur pour une seule fonction 5 : celle qui associe
a chaque sommet blanc la taille de son étoile. Elle est donc envoyée par I sur (—1)" (elle
a | composantes connexes) et sur O par tous les autres I,. Les autres foréts apparaissant
dansR_ ---R_ ne sont expanseurs pour aucune décoration, d’apres le lemme précédent ;

elles sont donc envoyés sur O par tous les 7. O

Retour au théoréme

On sait que
Ch(/e) = K/e (RZaRSa .. )

_ k
T
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ou l’'on somme sur I’ensemble des partitions = = (7, -, 7;) avec des parts supérieures

ou égales 3 2. On souhaite montrer la positivité des coefficients a*. On a, d’autre part,
’égalité (cf- 2.7 et 2.44)

Chy,y = (—1)* > (=)™ Ngap)-

M carte bipartie unicellulaire
enracinée a k arétes

Soit v une partition de longueur /. On applique 7, a ces deux expressions de Chy;). En

utilisant (R, R, ) = (—1)!8,,., on voit que

T

)
T partition

En effet, , est linéaire et seul le terme correspondant a = = v survit dans la somme.
D’autre part

1,(Chy,)) =1, (—1)F Z (_1)‘V.|NG(M)

M carte bipartie

unicellulaire enracinée
v .
arétes

& W—i+1 cartes biparties unicellulaires enracinées a
=(—1D"(-1) Card A L
k arétes décorées expanseur de type v

Le signe (—1)!"I se transforme en (—1)"~/ car toute carte décorée de type v a exacte-
ment |v| sommets, dont / blancs. Le facteur (—1) supplémentaire vient du (—1)c°*©)
dans la définition de I, : toutes les cartes unicellulaires sont connexes.

Finalement, (—1)*(—1)"~*1 se simplific en (—1)" car les cartes unicellulaires ont

j d ités d bres d’aré d diffé Le coeffici k
toujours des parités des nombres d’arétes et de sommets différentes. Le coefficient a;
est donc égal au cardinal de ’ensemble décrit ci-dessus, ce qui implique sa positivité
(et en donne une interprétation combinatoire).

Ceci conclut la preuve du théoreme 3.16.

Remarque 3.41. Soit u une partition quelconque. Le méme type de raisonnement
permet de voir que les coefficients de K, comptent aussi des graphes décorés expan-
seurs correspondant a des couples de permutations, mais avec un signe dépendant du
nombre de composantes connexes.

Notes et références

Bien que le théoreme 2.13 soit nouveau (voir chapitre 2), la fonction Ch,, a été
introduite et étudiée par S. Kerov et G. Olshanski, voir [KO 94]. Le fait que A est
une algebre a été prouvé par ces auteurs, qui ont aussi donné plusieurs descriptions
équivalentes de cette algebre, voir aussi [10 02].

Les cumulants libres R; ont été introduits sous une autre forme par Ph. Biane, qui
a montré que ceux-ci permettaient de décrire I’asymptotique des caractéres normalisés
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54 Polynémes de Kerov chap.3 sec.3

pour de grands diagrammes équilibrés (sans grandes lignes, ni grandes colonnes)
[Bia 98]. Le lien avec la définition donnée ici a été établi par A. Rattan [Rat 08] ou
peut étre vu comme un corollaire des résultats de Ph. Biane et du théoréme 2.13.
Lidée de regarder le caractére normalisé Ch,, comme un polynéme en les R,
est due a S. Kerov [Bia 03], qui a conjecturé la positivité des coefficients dans le cas
ou u a une seule part. Cette conjecture a été démontrée dans Iarticle [Fér 09]. La
preuve présentée ici est un peu simplifiée par rapport a celle de cet article. En effet,
I'inclusion-exclusion cyclique était déja présente dans [Fér 09], mais pas le fait que
cela forme un ensemble complet de relations; voir [Fér 14]. Les invariants /, ont

été introduis dans larticle [DFS 10], dont le résultat principal est Pinterprétation
combinatoire donnée au paragraphe 3.5.

Bien que les propriétés de I’algebre A aient des applications en probabilité (comme
nous le verrons dans le chapitre suivant), nous ne connaissons pour I'instant pas
d’«applications » de la positivité et/ou de I'interprétation combinatoire des coefficients
des polyndmes de Kerov.

Il semble néanmoins que la preuve soit intéressante en elle-méme. En effet,
I'inclusion-exclusion cyclique, qui apparait naturellement dans ce probleme, a déja
trouvé une application dans un autre contexte, voir [BF 09]. Par ailleurs, on peut
montrer que les résultats présentés ici sur I'inclusion-exclusion cyclique restent vrais
en utilisant des séries génératrices de fonctions croissantes avec un seul ensemble de
variables [Fér 14]. Ces derniéres étant beaucoup étudiées en combinatoire algébrique,
on peut espérer que les idées présentées ici trouveront des applications hors de la
théorie des représentations du groupe symétrique.
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CHAPITRE 4

GRANDS DIAGRAMMES DE YOUNG

Dans ce chapitre, nous étudions asymptotiquement la forme de diagrammes de
Young aléatoires, pris sous la mesure de Plancherel.

i) Mesure de Plancherel

— Définition 4-1. |

Soit 7 > 1. La mesure de Plancherel 22, est la mesure de probabilité sur I'ensemble
des diagrammes de Young de taille 7 (ensemble que ’on notera %, ; que 'on peut
voir également comme I’ensemble des partitions A de I’entier 7) définie par

(dim(Vy)*

n!

Vied, @)=

On rappelle que V) est la représentation irréductible du groupe symétrique .7, associée
\
al

Remarque 4.2. Un lemme général de théorie des représentations (voir I’exemple
1.16 de ce cours ou [FH 91, équation (2.19)]) affirme que la somme des carrés des
dimensions des représentations irréductibles est égale au cardinal du groupe. La masse
totale de 2, est donc I'unité car

Z (dim(VA))2 =nl
A,

Nous avons bien défini une mesure de probabilite.

Lemme 4.3. La mesure &, vérifie la propriété suivante (ou E;, désigne I’espérance

sous &) :
0 si m#id,

1 si mw=id.

VTCES@ Eg,n [AHfl(n)‘| :{
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56 Grands diagrammes de Young chap.4 sec.1

Démonstration. On a

, dim(v,)"
E, Ao pAm)| = Z % -2 A(m)
A%, :
1 .
=Y dim(V,) ().
T e,

Or, la somme directe de dim(V/;) copies de chaque représentation irréductible V, n’est
autre que la représentation réguli¢re (voir exemple 1.16). On a donc

A ()

1
— . reg
Es, =X m),

ce qui se simplifie, d’apres I'exemple 1.5, en

E,, {Mﬂn)}:{o i mid, O

1 st w=id.

Remarque 4.4. C’est en fait une équivalence, mais nous n’utiliserons pas ’autre
direction. Cela explique cependant que nous pouvons étudier ’asymptotique des
diagrammes uniquement en utilisant cette caractérisation.

Il existe une définition combinatoire équivalente de la mesure de Plancherel,
utilisant algorithme de Robinson-Schensted @ :

)
— Définition 4.5. |
\ ——
On définit 2, comme la mesure image de la mesure uniforme sur ., par lafonction

S, — ¥,

n
forme commune

7 ™ des tableaux de RS(0),

ou RS(0) est 'image de o par ’algorithme de Robinson-Schensted.

Le corollaire suivant utilise une propriété classique de Robinson-Schensted, que nous
ne redémontrerons pas ici (voir [Sch 61, Theorem 1]).

Corollaire 4.6. La distribution de A, sous la mesure de Plancherel est équivalente a
la distribution de la longueur de la plus longue sous-suite croissante d’une permuta-
tion o choisie au hasard dans ., suivant la loi uniforme.

Remarque 4.7. On pourrait aussi définir la mesure de Plancherel comme une chaine
de Markov, plus de détails dans la section 2 de I’annexe.

(1) 1l s’agit d’un algorithme classique en combinatoire algébrique envoyant bijectivement
une permutation sur deux tableaux standard (i.e. remplissage d’un diagramme de Young avec
des conditions de croissance) de méme forme (i.e. des remplissages du méme diagramme). Il a
été introduit indépendamment par G. de B. Robinson [Rob 38] et C. Schensted [Sch 61].
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Convergence de suites de diagrammes

Le but de ce chapitre est d’étudier asymptotiquement une suite de diagrammes
aléatoires distribués selon la mesure de Plancherel. Pour cela, nous avons besoin de
deéfinir une notion de « convergence de diagrammes ».

La premicre étape est d’encoder le diagramme par une fonction continue. Pour
cela, on part du diagramme de Young tel qu’on I’a vu (en représentation dite francaise),
on effectue une rotation de 7 radians dans le sens trigonométrique et une homothétie
de rapport /2, ce qui nous donne le diagramme de Young en représentation russe :
par exemple,

Ensuite, on garde le « bord supérieur » que 'on prolonge a gauche et a droite par le
graphe de la fonction x — |x|. Ceci permet bien d’encoder le diagramme par le graphe
d’une fonction w : R — R continue.

Ceci nous amene a définir la notion de diagramme continu :

Définition 4.8. \}

N E—

Un diagramme continu A est la donnée d’une fonction w : R — R telle que
o il existe A > 0 tel que pour tout |x| > A, w,(x) = |x|;

e w,(x) est 1-lipschitzienne.

Sur cet ensemble de fonctions, on considere la distance associée a la norme uni-
forme : si A et A’ sont deux diagrammes continus, leur distance d(A, A') est définie
par

/
d(AA) :=sup|w,(x)— w(x)|.

x€R

On note que cette derniére quantité a un sens car, par définition d’un diagramme
continu, la fonction x — |w,(x) — w ), (x)| est continue a support compact, donc bor-
née sur R. Comme on a une notion de distance, on a bien une notion de « convergence
de diagrammes ».

Il reste une difficulté : quand on augmente le nombre de cases de 4, la fonction
@, va, a part dans de rares cas @, tendre vers I'infini ; pour faire émerger une notion
de convergence, il faut renormaliser la taille des cases :

(2) 1l est facile de montrer que la probabilité que I'un de ces cas arrive tend vers 0 exponen-
tiellement vite, voir le lemme 4.28.
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58 Grands diagrammes de Young chap.4 sec.2

S
/—( Définition 4.9. |
S EEEEEE——————.
Soit A une partition de 7. On définit le diagramme continu A par la fonction
associée w5, avec

1
wi(x) = ﬁwi(ﬁx)

Remarque 4.10. Il s’agit simplement de la formulation de I'idée intuitive de dessiner

. 2 .
Aavec des «petites cases » ayant chacune pour longueur de c6té \/; , en représentation

A

s s 2 , - .
Iaire de chaque case est alors = et I'aire totale du diagramme est 2.

Nous avons a présent tous les éléments pour énoncer le théoréme principal de ce
chapitre :

,—( Théoréme 4.11 (Vershik/Kerov, Logan/Schepp, 1977). }

Soit (A™),-. | une suite de diagrammes de Young telle que pour tout 7, A est de
taille 7, distribué suivant la mesure de Plancherel 2,.
Alors, en probabilité,

lim [|o = —eglloe =0,

ou Q est le diagramme continu défini par

| x| st |x|>2,

wo(x)=147 . /x g
Z(xarcsin (5 ) + /4 —x2 st x| <2.
T 2

Notons que bien que les diagrammes (A™)), _, soient aléatoires, la limite est détermi-
niste. Il s’agit d’'un phénomeéne comparable a la loi des grands nombres.

Exemple 4.12. Si on superpose les graphes des fonctions W et wg, on obtient®
par exemple, pour 7 =20

[N I
Y

n =20
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pour 7 =200 :

Y

et pour » =2000 :

Y

| NS YH E

-2 O

n = 2000

(@) Les exemples ci-dessus ont été pris au hasard grace au générateur fourni dans le logiciel
sage [ST 13]. Générer des diagrammes aléatoires sous la mesure de Plancherel est facile grace a
la description combinatoire de la définition 4.5 (générer une permutation aléatoire de taille »
et appliquer I’algorithme de Robinson-Schensted sont deux opérations de complexités linéaire
et quadratique en 7).

Dans ce chapitre, nous présentons les principales idées pour aboutir a ce théoréme.

Nous commengons par quelques propriétés de Ialgebre A introduite dans le chapitre
précédent qui seront centrales dans notre approche.

Graduation de I’algebre A

Nous allons équiper A d’une graduation :
/—[ Définition 4.13. |

Soit F : U, %, — C une fonction appartenant a vect(N). On définit alors le
degré de F par

deg(F) := deg, , (F(p x q)),

ou p X q désigne le diagramme associé aux suites d’entiers p et q (¢f- définition 2.27).

Remarque 4.14. On a vu (proposition 2.31) que N(p X q) est un polyndme en p
et q. C’est encore le cas de F, pour F € vect(N;), ce qui montre que la définition a
bien un sens.
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60 Grands diagrammes de Young chap.4 sec.3

Exemple 4.15.

e Ona
deg(Ng) = [V

En effet, on a

sex= > ] 20 ] 2000y

9:V—-N o€V, ocV,
9/

chaque terme de la somme possede donc un degré cumulé en p et q égal au
nombre de sommets de G (ce qui montre par ailleurs que N; est homogene).
e Lorsque l'on indexe les fonctions N par des permutations et non par des
graphes, cela devient
deg(N, ;) = deg(Ng, )=|C(o)|+|C(7)l.

e Ce dernier résultat nous permet de voir que R; (voir définition 3.12) est homo-
gene de degré [ :
deg(R;)=1.

Quel est alors le degré de

T,0€S),
To=m

qui se présente sous la forme d’une somme non homogene (rappelons que, dans cette
formule, ¢ est une partition de & et 7 est une permutation arbitraire de type cyclique u)?
La question se ramene & savoir quelles sont les valeurs possibles de |C(o)|+|C(7)| sous
la condition T = . Commengons par un lemme classique sur le groupe symétrique.

Lemme 4.16. Soit 0 € .%,. Si on définit la fonction » par

r(o):=k—|C(o)|,

alors (o) est égale au nombre minimal de transpositions #; nécessaires pour écrire
o=t 1,
Démonstration. Regardons effet de la multiplication par une transposition (i j) sur
une permutation 7 :
e sii et j sont dans un méme cycle de 7, cela coupe le cycle en deux;;
e si i et j sont dans des cycles distincts de 7z, on rassemble les cycles.
Dans les deux cas, le nombre de cycles varie de 1.
On souhaite partir de I’identité et arriver a o en multipliant uniquement par des transpo-
sitions. ’identité possede & cycles de longueur 1, o a|C(0)| cycles. Comme le nombre
de cycles varie de 1 a chaque étape, on a besoin d’au moins £ —|C(¢)| transpositions pour
obtenir o.
Par ailleurs, une permutation ¢ peut toujours s’écrire comme produit de & — |C(0))
transpositions : si o est un cycle (7,2, -1,), alors

0 = (4,5, (1y35) (41 1)-

Dans le cas général, il suffit d’écrire chaque cycle de la décomposition en cycles disjoints
comme produit de transpositions comme ci-dessus. O
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On peut maintenant répondre a la question ci-dessus.
Lemme 4.17. Supposons que 7,0 € ¥, avec o = 7. Alors :

e |C(7)|+]|C(0)| <k +]|C(m)| (de plus, si on fixe 7, la borne est atteinte) ;

e de plus, si on al’égalité (ze. |C(7)|+|C(0)| =k +|C(7)], ce que 'on appellera
ici la « factorisation minimale » de 7) et si 7 = 7, --- 7, (décomposition en
cycles disjoints), alors on peut écrire T =17,... 7, et 0 =0, ...0, de telle sorte
que 7, et 0; permutent les mémes éléments que 7; et que 7;, 0; forment une
factorisation minimale de 7; (i.e. 7,0; = 7, et |C(7;)|+|C(0;)| = k; + 1, ou
k; est le nombre d’éléments du cycle ;).

Remarque 4.18. On se place dans le cas ot 7o = 7 est une factorisation minimale
de 7.

e Dans les décompositions T = 7,...7, et 0 = 0,...0,, certains des T; ou 0,
peuvent étre I'identité.

e Le graphe G, _ vas’écrire comme une union disjointe de graphes :

G,.=G, . U-UG

b
Og,Ts

et par conséquent,

Na,r :N0'1,T] T o,

(7
Démonstration. Soient v = r(0) et # = r(t). D’apres le lemme 4.16, o et T s’écrivent
respectivement comme produits de v et # transpositions :

T=Ll, 0=ty g

Donc 7 = 7o s’écrit comme produit de 7(o) + r(7) transpositions, ce qui implique
r(n)<r(o)+r(t).

Ceci correspond au premier point de ce lemme (la borne est atteinte pour = = id, et
o=m).
Supposons qu’il y ait égalité. Cela signifie que

=1ttt

wlugr "L

u+v

est une décomposition minimale. D’apres la démonstration du lemme 4.16, cela implique
que les produits successifs par les transpositions ¢; en partant de I'identité ne font que
rassembler des cycles. Ainsi, pour tout 7, les deux éléments permutés par ¢; appartiennent
au méme cycle de 7. Comme o et 7 sont des produits de ¢;, le support de chacun de leurs

9]
a
S
5
%
(7]
=
5

cycles est inclus dans le support d’un cycle de 7, ce qui explique I’écriture

T=T"T,, 0 =00,

La minimalité du produit

T, =T;0;

pour tout z découle immédiatement de I’égalité r(7) = r(o) + r(7). O

Revenons a présent a la question du degré de Ch,,. On avait remarqué qu’il ne
s’agissait pas d’une fonction homogene et, en utilisant le lemme précédent, on trouve
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que

deg(Ch,,) <k +[C(m) = ||+ {(),
[(u) étant le nombre de parts de w.

Comme les Ch, sont non homogenes, on peut se demander quelle est leur com-
posante homogene de plus haut degré :

e si u =(k), alors on peut choisir pour 7 le cycle (1 ... k), et k+|C(7)| =k +1.
Ainsi la composante de plus haut degre de Chyy, est

Z E(T>NO',T’

T,0€S),
to=(1 ... k)
|C(0)|[+|C(7)|=k+1

qui n’est autre que la définition de R, , ;. On peut montrer que

en remarquant que, si 7o = 7, |C(0)| 4 |C(7)| a toujours méme parité (c’est
une conséquence immédiate de ’existence de la signature sur .%,) : il n’y a donc
pas de termes de degré k, et si ’'on enléve les termes de degré & + 1, les termes
restants sont au plus de degré & —1.

e Dans le cas général, le terme de plus haut degré correspond aux couples (o, 7)
tels que o = 7, et |C(0)|+|C(7)| = £ +|C(7)|. Le deuxieme point du lemme
4.17 indique que ’ensemble de ces couples est un produit direct indexé par les
cycles de 7. Le degré de Ch, est donc |u|+¢(u) et sa composante homogene
de plus haut degré est

L(r)
H Ru,+1 ’
1=1
De méme que dans le cas de Chy, (en tenant compte de la parité), on a

L(p)
deg (Ch, — [T Ry 1) <lul+1(1)—2 @.1)

=1

Nous avons encore besoin du lemme suivant avant de pouvoir revenir au théoréme
sur la forme limite :
Lemme 4.19. Si F € vect (Ch# ), soit
F= Z a, Ch u

4 partition

&
=]
%)
=)
c
«
=
o

ou (a,)  est une famille presque nulle de nombres complexes, alors
M

deg(F) = #rga);olﬂl + ().
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Démonstration. On a directement que
deg(F) < max [u|+1(w),
HMs “y#o

car le degré de Ch, est inférieur a || + ().
Réciproquement, soit

d = ma +1(u).
#,a#’éo'”' (@)

On regarde la composante homogene de degré d de F, que I’on notera hom,(F). Alors

hom,(F)= Z a,hom,(Ch,).

( partition

Mais seules les partitions u telles que ||+ () = d contribuent : en effet, si | u|+{(u) < d,
alors hom,(Ch,) =0etsi [u|+{(u)>d, alorsa, = 0. Donc

()
hom,(F)= Z a,hom,(Ch,) = Z “MHR/!,'H'
U

u partition partition i=1

|uF+l(u)=d |+ ()=d

Par définition de d, au moins un des a ., est non nul. Par ailleurs, les R, formant une

base algébrique de A (prop. 3.14), les Hf(” )R, _, sont linéairement indépendants, ce qui

=1 " u;+1
implique
hom,(F)#0.
L’élément F a donc pour degré d, comme annoncé dans le lemme. O

Un premier résultat de convergence

Soit F € vect(Ch,,). Comme nous étudions des fonctions sur les diagrammes de
Young et des suites de diagrammes aléatoires, il est naturel de se demander si la suite
F (/1(")> converge pour 7 — +00.

Le probleme est que F n’est, a priori, pas définie sur les diagrammes renormalisés.
Cependant,

e F(p X q) est un polynéme en p et q, ce qui permet d’étendre sa définition a des
valeurs non entiéres de p et de q;

e

. . 1
e par ailleurs A correspond a A" dessiné avec des cases de coté 77> en re-

présentation frangaise, ce qui revient a multiplier les composantes de p et q
—+.

1
correspondant a A par 7

Il est donc naturel d’étendre la définition de F en posant, avec A=r X s,

F (@) =F(pxq)

Pi:rln .
9= /x
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64 Grands diagrammes de Young chap.4 sec.4

En particulier, si F est homogene de degré d,
F (ﬁ) = n~42F (A™).

Ainsi, R; étant homogene de degré /, nous allons pouvoir étudier
R (’l(n)) =n""2R,(A");

les R; formant une base algébrique de vect(Ch,) (pr/cE 3.14), en cas de conver-

gence, cela permettra de prouver la convergence de F (xl(”)) pour tout élément F de
vect(Ch,,).
Le cas [ =2 est trivial puisque, pour toute partition A de 7,

R()=NyuN=n = R,(A)=1

En utilisant le lemme 4.3, on trouve, pour 7 € %, fixé (et donc le type cyclique
u de 7 étant fixé)

Eg»n[Ch#]:{g(”—ﬂ“'(’?—k*'l) si = (1%),

sinon.

Grace a cette formule, nous allons établir un lien entre la graduation définie

précédemment et le comportement asymptotique de ’espérance sous la mesure de
Plancherel :

Lemme 4.20. Si F € Vect(ChM), alors

E,, [F(A")]=0(n"%").

n

Démonstration. Soit

F= Z aHCh#,

 partition

alors
E,, [F1=Y agn(n—1)-(n—k+1)=0(n")
k>1

ou

d = max k.

a“k);éo

Mais deg(F) > 2d, en utilisant le lemme 4.19. O

Pour étudier les R;, nous allons utiliser la méthode du second moment (i.e. estima-
tion de ’espérance du carré de la variable) :

Ey [Rz (@)2} = %E% {Rz(/l(n))z}-
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Or, on sait, d’apres ’équation (4.1), que
deg (Chy_y; 4)—R]) <21 -2,

donc, d’apres le lemme précédent,

Ey, [Ry (A7) =Chy_yyyy (A7) | =0(n').

Ainsi

—\2
g, (R (17) ] = 2B [Chmaioy (1)
+ %Eg, (R, (2 ~Chy oy ()],
et puisque / >3, ona Ey [Ch(1—1,1—1) (/1(")) } =0 et enfin

E, [R (:17))2} =0(n ).

On en déduit le résultat suivant :

Proposition 4.21. J

Pour [ >3, R, (X(")> converge en probabilité vers 0, Ze.

Ve >0, hmg"<|Rl< >|>£) 0.

— 2
Démonstration. En effet, comme R, (%’”) est une variable positive,

— 2 —_
E, [&, (M) |>e2,(|r, (M) |>¢),
ce qui nous donne le résultat, en utilisant 1’équivalent trouvé précédemment pour le

second moment de R, (/1(”)) . O

Les (R;);», formant une base algébrique de vect(Ch,,), on en déduit le corollaire
suivant :

Corollaire 4.22. Soit F € Vect(Ch ). Alors F </1( )> tend en probabilité vers une
constante.

9]
=
[
=
o
@«
=
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Remarque 4.23.

e En observant les moments d’ordre 4, on aurait pu prouver une convergence
presque sire.

e En modifiant la graduation, on peut prouver que les

ik (10)

tendent vers des Gaussiennes centrées indépendantes.
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Convergence géométrique

Dans cette section, nous prouvons le théoreme 4.11 qui est plus parlant que la
convergence des F (/1(")>. On va voir néanmoins que cette derniere est une premiére

étape dans la preuve du théoreme 4.11.
On a défini, pour toute partition A, une fonction w : R — R, voir section 2. On
va plutot travailler, dans ce qui suit, sur la fonction suivante :

1

x) = 2 (e(x) = |x]),

fonction possédant I'intérét essentiel d’étre (continue) a support compact.

On définit aussi la famille (), de fonctions sur les diagrammes de Young ainsi :
pour tout k > 2 et toute partition A,

ty(A):=(k—1) [ " x* 72y, (x)dx.

,—( Proposition 4.24. }

Pour tout & > 2, la fonction ¢, est un élément de vect(Ch,,) et

1
G=RitY k—D-(k—=I+1) Y Ry Ry

>2 kyyenkey>2
kit =k

Démonstration. Nous admettrons ce résultat. Les idées de cette preuve sont décrites
dans ’annexe A. O

Remarque 4.25. La formule ci-dessus implique que, pour & > 2, la fonction 7, est
homogene de degré k. Le terme de la somme correspondant a £ = 1 est R, alors que
tous les autres termes font intervenir des R; avec j < k. On déduit de cette remarque

que (), est une base algébrique de vect(Ch,, ).

Cette derniére formule, ainsi que les résultats de la section précédente (tous
les cumulants libres, sauf R,, tendent vers 0), impliquent les limites suivantes (en
probabilité) :

Dbyt (1@) —0 et ty (@) _ 1 (2k—1)!

— oo bl R

&
=]
%)
=)
c
«
=
o

Lemme 4.26. Soit 2 le diagramme continu défini dans I’énoncé du théoreme 4.11,
ona

1 (2k—1)

TRR

Démonstration. Il s’agit d’un «simple » calcul d’intégrale. O

Lra(@)=0 et £(Q)
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Remarque 4.27. Sila preuve de ce lemme est élémentaire, elle nécessite cependant
de connaitre a I"avance la forme de la fonction wg. On pourrait deviner la formule de
wq, a partir de la valeur limite des cumulants libres, mais cela nécessite des techniques
sophistiquées d’analyse complexe, voir [Bia 01].

On sait que, pour tout £ > 2, on a la convergence en probabilité :

lim +°°y x)xF2dx = /+<><>y (x)x* 2 dx
A0 Q

n—0Qo — oo

(ou yg(x):= %(a)ﬂ(x) |x[)). Par linéarité, pour tout polynéme P € C[X ],

+00 +00
lim —(x)P(x)dx :/ Yo (x)P(x)dx
noo | T Am -
est encore vraie en probabilité. Si I'intervalle d’intégration était compact, on pour-
rait en déduire que c’est vrai pour toute fonction continue f* par le théoréme de
Weierstrass.

Lintervalle d’intégration n’est pas compact, mais tout se passe comme s’il était
grace au lemme suivant. Ici Supp(f) désigne le support de f, c’est-d-dire 'adhérence

de ensemble des x tels que f(x)#0.

Lemme 4.28. On a

lim 2, (Supp () < [—3,3]) =1

Démonstration. On a I’équivalence

N <3VE
[N)<3yn
(ot A, est la premicre part de A). Mais A, est la longueur d’une plus grande sous-suite

croissante d’une permutation aléatoire suivant une loi uniforme (corollaire 4.6). Pour
simplifier les notations, supposons que 34/7 est entier, on a

Supp(yﬁ) [—3,3] S {

Card ({a perm. ayant une sous-suite croissante de longueur 3 /7 })

'@n (/11§3\/Z):

n!

En effet, les deux membres de I’égalité calculent la probabilité qu'une permutation aléa-
toire uniforme de taille 7 n’ait pas de sous-suite croissante de taille 34/72. Le numérateur
de cette derniére fraction est majoré par la quantité suivante (qui compte les permutations
avec une sous-suite croissante de longueur 34/7 marquée)

(332) (3\/‘)("_3‘/—)'

D’une part, grice a la formule de Stirling, on prouve aisément que cette quantité est
négligeable devant n!. D’autre part, on a, par symétrie de la mesure de Plancherel,

2,(1()<3vn) =2, (4 <3v/n).

Donc 2, (4, <34/n), etafortiori 2, (1(A) < 34/n), tendent vers 1. O

9]
a
S
5
%
(7]
=
5
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68 Grands diagrammes de Young chap.4 sec.5

A présent, en nous plagant sous I’hypothése Supp (yﬁ) C[—3,3], on peut rempla-

cer le polyn6me P par une fonction continue F quelconque dans la limite précédente
et donc (en probabilité),

3 3

nll)ngo o Yo (x)F(x)dx.
-3 3

(x)F(x)dx = /
En prenant des fonctions cloches, on en déduit la convergence ponctuelle

Vx, y@(x) — yo(x) (en probabilité).

n—oQ

Les fonctions y étant 1-lipschitziennes, il vient la convergence uniforme (en probabi-
lité)

Iy —rallo 2,0

Cela conclut la preuve du théoréeme 4.11.

Pour conclure, mentionnons le probléme suivant. Il est naturel de se demander si
le,ré§ultat sur les fluctuations de R, (Remarqufa ,4.23) n’a pas un pendant géométrique,
décrivant une convergence en loi de la quantité

Vn(w— —wg).

Alm)

V. Ivanov et G. Olshanski [IO 02, equation (9.4)] donnent un résultat de ce type,
mais la limite n’existe qu’au sens des distributions. Ceci suggere que regarder des
fonctions sur les diagrammes est effectivement la bonne approche pour étudier les
diagrammes. ..

Notes et références

La question de la forme limite de diagrammes sous la mesure de Plancherel est
apparue dans les années 60 en lien avec une question plus élémentaire, connue sous le
nom de probléme d’Ulam (voir Iarticle de survol [AD 99]) : quelle est la longueur de
la plus longue sous-suite croissante d’une permutation aléatoire uniforme ?

Le théoréme 4.11 a été prouvé indépendemment en 1977 par deux groupes de
chercheurs : B. Logan et L. Shepp d’une part [LS 77] et S. Kerov et A. Vershik d’autre
part [KV 77].

La preuve que nous présentons ici suit majoritairement les idées d’une démonstra-
tion plus récente, due aussi a S. Kerov et publiée apres son déces par V. Ivanov et G.
Olshanski [IO 02]. Cette nouvelle preuve est relativement simple lorsque 'on connait
les propriétés de Ialgebre A. Elle a ’avantage de donner acces aux fluctuations des R,
renormalisées, ce que ne permettaient pas les deux preuves de 1977.

Diverses déformations de la mesure de Plancherel, dont une liée aux polynémes
de Jack et aux quantités introduites dans le chapitre suivant, ont été étudiées avec des
techniques similaires [DF 14, FM 12,Mél 11], ce qui montre la robustesse de cette
technique.
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P 8 8 q

Pour finir ces remarques bibliographiques, mentionnons aussi les travaux suivants
[BDJ 99, 0ko 00,BOO 00], qui étudient finement le comportement des premiéres
lignes du diagramme A", Cela fait apparaitre une surprenante connexion avec la
théorie des matrices aléatoires.
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CHAPITRE 5

VERS UNE GENERALISATION
POUR LES POLYNOMES DE JACK

Dans ce court chapitre, nous présentons une déformation des caracteres normali-
sés. Lobjectif est d’évoquer de nombreuses questions ouvertes liées au contenu de ce
cours. On ne fera donc aucune démonstration dans cette partie.

§) Extension des caractéres irréductibles

Notre point de départ est le lien déja évoqué entre fonctions symétriques et théorie
des représentations du groupe symétrique. Le résultat suivant est connu sous le nom
de formule de Frobenius et est crucial dans les approches classiques pour calculer
les caracteres irréductibles (mais pas dans I’approche duale présentée dans ce cours).

,_| Théoreme 5.1.

Soit A une partition de 7. Alors

Si= D %j];—”

 partition de 7 i

ou
e lesS) etles p, désignent respectivement les fonctions de Schur et les fonctions

puissance (deux familles classiques de fonctions symétriques que nous ne
redéfinirons pas ici) ;

e z, est un facteur numeérique explicite :

o G

1>1

(ot m;(u) est le nombre de fois ou 'on trouve la part 7 dans la partition u);

° )(/f est une autre notation pour XA(T[), avec 7T une permutation de type

cyclique u.

0
o
=
o
-
=
(7]
)
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72 Vers une généralisation pour les polynémes de Jack chap.s5 sec.1

Remarque 5.2.
e La famille (p,) étant une base de I’espace des fonctions symétriques, cette
formule détermine en elle-méme les caracteres irréductibles.

e Dans ce qui suit, on utilisera plutdt la version suivante de cette formule :

S 2 Pu
dim(V)) ~ 2 Ty

u partition de 7 “
avec
A
)?A — Au
4T dm(V)

Plusieurs déformations des fonctions de Schur apparaissent dans la littérature,
dont celle connue sous le nom des polynémes de Jack, famille indexée par les
poly
.. ’ .. /17 4 M
partitions, dépendant d’un paramétre a réel positif. Les éléments seront notés ici

5.
Quand a = 1, on retrouve les fonctions de Schur a un facteur multiplicatif pres
m_ ., S
=nl——.
% dim(V,)

Ceci nous amene a définir la déformation suivante des caracteres :

/—{( Définition 5.3. |
s A@) ALGns
Soit y;\* défini par

(@)
L _ gl

n!
 partition de 7 M

Remarque 5.4.
e Pour o =1, la formule de Frobenius implique que
A oA
TH0 =7,

e Pour a = 2, les quantités Zj’m sont les valeurs des fonctions sphériques

zonales d’une certaine paire de Gelfand. La théorie des paires de Gelfand est
une extension en un certain sens de la théorie des représentations des groupes

On étend alors la définition de la fonction Ch), de la fagon suivante :

P nn—1)---(n—k+ 1)5(\:1(,2 si k<n,

0 si k>n,

(1) Attention, il existe plusieurs mani¢res de normaliser les polyndmes de Jack. Nous utilisons
ici la notation du livre de I. G. Macdonald [Mac 95].

finis;; les fonctions sphériques zonales y jouent le role des caractéres normalisés.
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17~* représente la partition u complétée avec n — k parts

oun=|A|, k=|u|etou u
/ \
égalesa 1.

=)

Le facteur @ 2 permet d’obtenir la symétrie suivante (en notant A’ la partition
transposée de A) :

Ch/ () =Ch{P(X).

Propriétés de Chif’)

La proposition suivante étend les résultats de la section 2.

,—( Proposition 5.5.}

o Lespace vectoriel Vect(Chf:) ) est stable par multiplication et forme donc une

algebre.
e Une base algébrique de cette algebre est la famille Rga) , R(sa) s ... AVEC

Ry =Ry (T,(A),

a

\ . / / . 1
ou 7,(A) est le diagramme A représenté avec des cases de tailles 7 % Va:

L
d

Remarque 5.6.

e Notons que 7,(A) est un diagramme continu. L'évaluation Ry, (7,,(4)) est donc
bien définie.

e L’apparition de cases rectangulaires dans le contexte des polyndmes de Jack
n’est pas nouvelle, voir [Ker 00].

e La méthode de démonstration de cette propriété laisse une question ouverte (a

priori difficile) : peut-on décrire combinatoirement le produit Chif‘l) -Chﬁf‘z) S22

Une conséquence est que, pour tout k > 1, il existe un polynéme K,ia) tels que
ChE) = KE(RE R, ..,

Le théoréme 3.16 admet la généralisation conjecturale suivante :

Conjecture 5.7. Les coefficients de K,ia) sont des polyndmes a coefficients entiers
positifs en y = a2 _gl2,

@
o
=
o
w
2
@
)
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74 Vers une généralisation pour les polynémes de Jack chap.5 sec.3

Vers une généralisation du théoreme 2.137

Une approche pour prouver la conjecture 5.7 serait de généraliser le théoréme
2.13 qui, rappelons-le, s’écrit :

Chy — (_1)WI Z (_1)|V°(M)|NG(M)'

M carte bipartie
enracinée et unicellulaire

Pour @ =2, a l’aide de I’interprétation en terme de fonctions sphériques zonales, on
peut démontrer le résultat suivant :

Ch)(2) = (=1 3 (—1) Va0l (L

/2

|7|+ ()~ V(M)
) N (To(4)).

M carte bipartie
enracinée et unicellulaire
; _
plongée dans une surface non orientée

Ce qui amene a proposer la question suivante :

Question 5.8. Existe-t-il un poids « naturel » mon,;, dépendant du graphe plongé
M, tel que

ChEZ;(’l) - Z (_1)k<_1>‘v'(M)lm0nMNG(M) (T.() 2

M graphe biparti
enraciné et unicellulaire
, .
plongé dans une surface non orientée

Remarque 5.9.
e Si on trouve mon,, sous la forme d’une puissance de y = o~ , une
réponse affirmative a cette question impliquerait directement la véracité de la
conjecture 5.7 (en suivant la preuve effectuée dans le cas particulier a = 1).

12 1/2

—

e Pour @ =1et2 (i.e. y =0et—1/+/2),ilest raisonnable de demander que la
formule recherchée corresponde aux formules rappelées ci-dessus. On veut
donc que le poids d’une carte soit 0 si @ = 1 et la carte est non orientée
et constant si @ = 2. Ce poids quantifierait donc en quelque sorte la non-
orientation de la carte. Cela ressemble a une autre conjecture aussi liée aux
polyndmes de Jack, appelée Matching-Jack conjecture faite par 1. Goulden et D.
Jackson en 1996 [G] 96].

e Nous avons effectué des tests numériques pour chercher un tel poids mon,,.
Malheureusement les poids testés jusqu’a présent échouent a partir des parti-
tions de tailles 9 ou 10. Notons que le nombre de graphes plongés dans des
surfaces non orientées grandit sur-exponentiellement avec le nombre d’arétes,
ce qui rend les tests difficiles.

Notes et références

La formule de Frobenius est un résultat trés classique de la théorie des représenta-
tions du groupe symétrique. On le trouve par exemple dans les deux livres cités au
chapitre 1 [FH 91,Sag 01], ainsi que dans les livre de I. Macdonald [Mac 95, Section
L.7] ou de R. Stanley [Sta 99, Section 7.18], plus centrés sur les fonctions symétriques.
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Les polyndmes de Jack ont été introduits dans un article séminal de H. Jack [Jac 70].

Une bonne introduction moderne au sujet est [Mac 95, Section VI.10], méme si

certains résultats plus récents, comme la formule combinatoire de F. Knop and S.

Sahi [KS 97], n’y sont pas.

Lidée de regarder les coefficients des polynomes de Jack dans la base des fonctions
puissances comme une fonction de A est due a M. Lassalle, qui a prouvé la propostion
5.5 [Las 08, Proposition 2] et proposé (sous une forme légérement différente) la
conjecture 5.7 [Las 09, Conjecture 1.2].

La preuve du cas particulier @ = 2 est un résultat commun avec P. éniady [Fé 11b].
La question 5.8 est le sujet d’un travail récent avec P. Sniady et M. Dofega [DFS 14].

Finalement, notons que la question d’une explication combinatoire du fait que le

produit Ch(a Ch(a est une combinaison linéaire de Ch'® est aussi liée & la Matching-

Jack con]ectme de I Goulden et D. Jackson, voir [DF 14, Section 4.5].
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ANNEXE A

MESURE DE TRANSITION
DE DIAGRAMME

L’objectif de cette annexe est de montrer le type d’arguments et d’objets sous-
jacents a certains énoncés non démontrés du cours. Comme ces aspects plus ana-
lytiques de "approche duale des représentations du groupe symétrique ne sont pas
centraux dans ce cours, nous ne donnerons pas toutes les preuves mais fournirons des
références ou les trouver.

i) Coordonnées entrelacées des diagrammes de
Young

Un diagramme de Young peut étre décrit par les longueurs de ses lignes (i.c. les
parts de la partition) ou par ses coordonnées rectangulaires, voir section 2.4.

Nous présentons ici un troisieme ensemble de coordonnées pour les diagrammes
de Young, les coordonnées entrelacées de Kerov.

Pour les obtenir, il faut dessiner le diagramme selon la représentation russe (voir
page 57) et regarder les abscisses des minima et maxima locaux du bord supérieur du
diagramme. Cela définit deux suites (x;)o<;<,, (Pour les minima) et (y;)<;<,, (pour
les maxima) qui sont entrelacées, i.e.

X<y <%y <<y, <X,
Notons que I’entier 7 dépend aussi du diagramme.

Exemple A.1. Par exemple pour le diagramme (4,4, 2), on obtient la figure suivante.

4+ +

s
t
| [sassnnnnnnn

-3 X =0

o
~
w
~
»
&
N
-

Il
~

n=-1 72

Ses coordonnées entrelacées sont donc : x,=—3<y,=—1<x,=0<y,=2<x,=4.
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Concluons cette section par la remarque suivante : les x; sont exactement les
emplacements ot ’on peut ajouter une case a A pour obtenir un diagramme de taille
||+ 1, que I’on notera A1)

Mesure de transition

Considérons la fraction rationnelle

G/{(Z) _ H?:l(z_yi)

2oz —x;)

On peut développer cette fraction en éléments simples

GA(Z)ZE:L

)
- Z—X:
1=0 Xi

ou les u; sont des nombres réels. Leur somme est égal a lim, | zG)(z) = 1. Par
ailleurs, les u; peuvent s’exprimer en fonction des dimensions des représentations
irréductibles du groupe symétrique ainsi (voir [Ker 96, Section 3.2]) :
U= dim(Vyi)
(A 4+ 1) dim(V))
On peut interpréter les ; comme une mesure de probabilités discretes, ou I’atome

{x;} a pour probabilité ;. Notons u, cette mesure, que nous appellerons mesure
de transition du diagramme A. La fraction G, est alors la transformée de Stieltjes

de la mesure u), i.e. :
duy(x
GA(Z) — / /u/l( )
R Z—X
Cette mesure est fortement liée a la mesure de Plancherel. En effet, définissons
une suite de diagrammes aléatoires (A™)) _ , ainsi :
o A est Punique diagramme 2 1 case;;

e supposons A" construit et définissons x; et y; par rapport 3 A comme ci-
dessus. Alors, par définition, A"+1 est obtenu a partir de A en ajoutant une
case dans son coin d’abscisse x; avec probabilité y;.

Il est facile de voir, grace a la formule ci-dessus reliant ; et les dimensions des V que,
pour tout 72 > 1, A1) est distribué selon la mesure de Plancherel 2,.

Moments de la mesure de transition et fonc-
tions reliées

1l est intéressant de considérer les moments de la mesure de transition
m
_ k
D=3
i—0

Ces moments définissent des fonctions sur les diagrammes de Young.
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Pour k =1, la fonction obtenue est nulle pour tous les diagrammes, mais on peut
montrer que les (.#4),),, sont algébriquement indépendants, voir [IO 02, Section 2].
Notons A Ialgebre engendrée, nous allons voir dans la section suivante qu’elle est
égale a vect(Ch,).

Les fonctions .#), apparaissent lorsqu’on effectue le développement asymptotique

de G)(z) en l'infini :

G/l(z)_ ;+Z Zk+1 .
k>2
Si 'on développe In(G,(z)), on obtient des coefficients dont il est facile de voir
qu’ils coincident avec les () définis dans le chapitre 4, section 5. Comme In est une
transformation inversible, les (z; )., forment aussi une base algébrique de A et on
peut donner explicitement leur changement de base avec les ().
Une autre transformation intéressante a appliquer a G, est la R-transformation,

introduite par D. Voiculescu [Voi 86], définie ainsi :

1

A(2)
Quand G est la transformée de Stieltjes d’une mesure (comme ici), les coefficients
du développement de R autour de O sont appelés cumulants libres et jouent un
r6le important en probabilité libre. Notons R}(A) ces coefficients dans le cas de la
R-transformation de G :

Ry(2) =R, (A)+ zRy () + 2> R5(A) + -+

Comme pour les moments R est identiquement nulle. La R-transformation étant
inversible, les (R}),s, forment aussi une base algébrique de A.

Nous allons voir dans la section suivante que les R correspondent aux R; utilisés
dans ce cours. Pour cela, nous aurons besoin de la définition équivalente suivante de
R}, que I'on peut obtenir par inversion de Lagrange,

, 1
Rz(/l): /

271G,

ot le développement de G,(2)~"*! s’effectue autour de +o0 (avec des puissances de z
décroissantes).

Lien avec les caractéeres

Grace & des manipulations sur les fonctions symétriques, on peut déduire de la
formule de Frobenius (théoréme 5.1) la formule suivante [Bia 03, Section 5] :

,—( Proposition A.2. )

J
Soit k£ > 1. Pour tout diagramme A
1 1
Ch () = [z .
W)= glz ]GA(Z)GA(Z—I)---GA(Z—/e-l-1)

Comme précédemment, le développement se fait au voisinage de +oo.
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Ce résultat implique que Ch ;) appartient a I'algebre A (on peut développer les
G)(z) en série et ainsi exprimer Ch ;) en fonction des .#)).

Cette formule permet aussi de regarder le terme de plus haut degré en p et q :

pour cela, il suffit d’oublier les décalages dans la formule ci-dessus et I’on obtient

G
k
qui n’est autre que R}, , . Ceci montre que la famille R} définie dans cette annexe est
égale a la famille R; considérée dans le chapitre 3 (définition 3.12) : on rappelle en
effet que R, est la composante de plus haut degré de Chy, voir chapitre 4, section 3
(on pourrait aussi donner une preuve directe que ces deux familles coincident : c’est
ce qu’a fait A. Rattan dans [Rat 08]).
Il nous reste a voir que I'algebre A correspond a vect(Ch,).
Démonstration (Idée). Comme Ch, appartient a A c’est un polynéme en les R} de la
forme @

/ / /

k+1 + P(Rys- -+, Ry).
Cette formule peut étre inversée récursivement et on peut exprimer les R, en fonction
des Chy)).

La famille (Ch,;));5, est donc une base algébrique de A. La description du produit des
Ch,, permet de voir que, si [, >--- >/,

Chll.“Chl},:Ch(Zl 1)+"',

,,,,,,

ol les trois points désignent des termes de plus petit degré (avec deg(Ch,,) = | [). Comme
les (Chy ---Ch, ), 5.5, >, forment une base de A c’est aussi le cas des Ch,,, d’ou Iégalité
annoncée A = vect(Ch,,). O

— B ~

(1) On a décrit ce polyndme dans le chapitre 3, mais on n’aura pas besoin de ces résultats ici.
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