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1 IntrodutionLe but de et expos�e est d'�etablir des th�eor�emes de repr�esentation int�egrale,'est-�a-dire qu'ils permettent d'�erire les �el�ements d'un ertain ensemble sous laforme d'int�egrales sur des points partiuliers.On s'appuiera essentiellement sur un th�eor�eme dû �a Choquet que l'on expo-sera dans une premi�ere partie. On l'appliquera dans une seonde partie �a desônes onvexes de fontions. On pourra ainsi d�eterminer une �eriture g�en�eraledes �el�ements de es ônes et en d�eduire des r�esultats int�eressants sur es fon-tions.2 Th�eor�eme de Choquet2.1 Cas de la dimension �nie : Th�eor�eme de MinkowskiDans un espae vetoriel de dimension �nie, on a le r�esultat suivant qui donneune repr�esentation simple des points d'un sous-ensemble onvexe ompat :Th�eor�eme 2.1.1 (Minkowski). Soit X un sous-ensemble onvexe ompatd'un espae vetoriel E de dimension �nie. Tout �el�ement de X est un baryentrede points extr�emaux de X.2.1.1 N�eessit�e d'�etendre la notion de baryentreOn herhe une extension de e th�eor�eme en dimension in�nie (dans un espaevetoriel topologique loalement onvexe E), 'est-�a-dire une desription des�el�ements d'un onvexe ompat dont on onnâ�t les points extr�emaux. Il y a unas o�u le r�esultat est onnu :1. Y espae topologique ompat s�epar�e ;2. C(Y ) espae des fontions ontinues de Y dans R (espae de Banah pourla norme in�nie) ;3. E = C(Y )? ;4. X = fL 2 E : L(1) = 1 = jjLjjg.Dans e as, on a les r�esultats suivants :1. X est un sous-ensemble onvexe faiblement ompat de E.2. �A tout L de X orrespond une unique � mesure bor�elienne de probabilit�esur Y telle que L(f) = RY fd� (th�eor�eme de repr�esentation de Riesz).3. Les points extr�emaux de X sont les �evaluations en y 2 Y (la mesureorrespondante est une masse de Dira).Conlusion de et exemple :�A tout point de X on peut assoier une unique mesure de probabilit�e sur l'en-semble des points extr�emaux, mais si on se limite aux baryentres (mesuresport�ees par un ensemble �ni), on n'obtient pas tous les points de X .2



2.1.2 Reformulation du th�eor�emeIl faut don �elargir la notion de baryentre �a une notion int�egrale. Pour ela, ononstate que si nPi=1�ixi = x ave nPi=1�i = 1, en notant "i la mesure de Dira aupoint xi, alors x est arat�eris�e par :pour toute forme lin�eaire f ontinue sur E,f(x) = ZX fd� (1)o�u � est la mesure de probabilit�e nPi=1�i"i.On dira alors que x est repr�esent�e par la mesure �, ou que x est le r�esultantde � .Remarques sur ette d�e�nition :1. Une mesure � donn�ee repr�esente au maximum un point x.2. Un point donn�e est repr�esent�e trivialement par la mesure "x.3. Si x est repr�esent�e par une mesure � port�ee par un sous-ensemble Xonvexe ferm�e de E, alors x 2 X .Le th�eor�eme de Minkowski s'�enone alors :Si X est un sous-ensemble onvexe ompat d'un espae vetoriel de dimension�nie, tout �el�ement de X est repr�esent�e par une mesure bor�elienne de probabilit�eport�ee par un nombre �ni de points extr�emaux.2.2 �Enon�e du th�eor�eme de Choquet et ommentairesUne g�en�eralisation oh�erente du th�eor�eme de Minkowski s'�enone don ainsi :Th�eor�eme 2.2.1 (Choquet). Si X est un sous-ensemble onvexe ompatd'un espae vetoriel topologique loalement onvexe E, tout �el�ement de X estrepr�esent�e par une mesure bor�elienne de probabilit�e port�ee par l'en-semble des points extr�emaux de X.Trois questions apparaissent alors :1. L'ensemble des points extr�emaux exX est-il bor�elien ?2. Y a-t-il un lien ave le th�eor�eme de Krein-Milman, qui est une autreg�en�eralisation en dimension in�nie du th�eor�eme de Minkowsky?3. Toute mesure bor�elienne de probabilit�e sur X admet-elle un r�esultant ?2.2.1 Restrition au as X m�etrisableOn essaie de repr�esenter tout point x de X par une mesure � sur X telle que :�(XnexX) = 03



Pour que ette assertion ait un sens, il faut don que exX soit bor�elien. Or en'est pas le as en g�en�eral, mais 'est vrai si X est m�etrisable. On se limiteradon au as o�u X est m�etrisable, qui est largement suÆsant pour d�emontrer laplupart des appliations.Proposition 2.2.2. Si X est un sous-ensemble onvexe ompat m�etrisabled'un espae vetoriel topologique, alors exX est bor�elien (plus pr�eis�ement, 'estune intersetion d�enombrable d'ouverts).Preuve : En e�et, on a la formule :XnexX = [n2N�y + z2 ; o�u y; z 2 X v�eri�ent d(y; z) � 1n�| {z }ferm�e de X (2)
Remarque 2.2.3. Le th�eor�eme de Choquet est aussi vrai dans le as non m�etrisable,en d�e�nissant la notion de \mesure sur X port�ee par S" par \mesure nulle surtous les ensembles ferm�es inlus dans XnS" mais on n'�etudiera pas e as danset expos�e.2.2.2 Comparaison ave le th�eor�eme de Krein-MilmanUne autre desription des sous-ensembles onvexes ompats d'un e.v.t.l. estdonn�ee par l'�enon�e suivant :Th�eor�eme 2.2.4 (Krein-Milman). Sous les hypoth�eses du th�eor�eme de Cho-quet, X est l'enveloppe onvexe ferm�ee de ses points extr�emaux.Remarque 2.2.5. L'enveloppe onvexe ferm�ee d'un ensemble Y , 'est-�a-dire leplus petit onvexe ferm�e ontenant Y , est aussi l'adh�erene de l'enveloppeonvexe de Y .On va voir que e r�esultat est plus faible que le th�eor�eme de Choquet, ar il�equivaut seulement �a l'existene en tout point x 2 X d'une mesure de probabilit�erepr�esentant x port�ee par l'adh�erene des points extr�emaux de X . Dans le aso�u X est m�etrisable, ei d�eoule du lemme suivant :Lemme 2.2.6. Soit Y un sous-ensemble ompat d'un evtl E, dont l'enveloppeonvexe ferm�ee X est m�etrisable. Un point x de E est dans l'enveloppe X de Ysi et seulement si il existe une mesure de probabilit�e � port�ee par Y repr�esentantx.Preuve : Si x 2 X , il existe une suite de points (xn)n2N onvergeant vers x, ba-ryentres de points de Y et don repr�esent�es haun par une mesure �n port�eepar Y . Or, par le th�eor�eme de Riesz, l'ensemble des mesures de probabilit�e sur Ypeut être identi��e �a un sous ensemble ?-faiblement ompat de C(Y )?. (�n)n2Nadmet don un point d'aumulation �, qui repr�esente alors x.Ce th�eor�eme a l'avantage de ne pas faire intervenir la notion de mesure repr�esentantun point, et il suÆt pour ertaines appliations omme le th�eor�eme de Bernstein4



sur les fontions ompl�etement monotones (x2.1), bien qu'il ne donne pas unedesription expliite des points de l'ensemble.Son prinipal inonv�enient est que, pour obtenir la ompait�e de X , on munirasouvent les e.v.t onsid�er�es de topologies poss�edant peu d'ouverts (par exemplela topologie faible employ�ee au x1.1.2), et don o�u l'adh�erene de exX peutontenir beauoup d'�el�ements non extr�emaux.2.2.3 Existene d'un point repr�esent�e par une mesure donn�eePour d�erire X omme l'ensemble des points repr�esent�es par �, � d�erivant l'en-semble des mesures de probabilit�e port�ees par exX , il faut se poser la questionde l'existene d'un point repr�esent�e par une telle mesure quelonque.Proposition 2.2.7. Soit X un sous-ensemble onvexe ompat d'un e.v.t.l. Eet � une mesure de probabilit�e sur X. Alors � admet un unique r�esultant x 2 X.Preuve : On veut montrer qu'il existe un x 2 X tel que, pour toute f dans E?on ait : �(f) d�ef:= ZX fd� = f(x) (3)Par ompait�e de X , il suÆt de voir que 'est vrai pour toute famille �nie(f1; f2; : : : ; fn) de E?.On d�e�nit alors : T : E ! Rny 7! �f1(y); f2(y); : : : ; fn(y)�T �etant lin�eaire et ontinue, T (X) est onvexe ompat (ar X l'est). On veutmontrer que p = ��(f1); �(f2); : : : ; �(fn)� appartient �a T (X). Si e n'est pas leas, par le th�eor�eme de Hahn-Banah, il existe une forme lin�eaire qui les s�epare.Autrement dit on peut trouver a = �a1; a2; : : : ; an� 2 Rn tel que :ha; pi > supy2Xha; Tyie qui peut se r�e�erire :ZX gd� > supy2X g(y) o�u g = nXi=1 aifi:� �etant une mesure de probabilit�e, on a une ontradition.Remarque 2.2.8. On peut montrer que la fontion qui �a � assoie son r�esultantest ?-faiblement ontinue de C(X)? dans X .2.3 D�emonstration du th�eor�emeOn se donne un sous-ensemble onvexe ompat X d'un e.v.t.l. E, et un pointx0 2 X . On herhe une mesure � qui le repr�esente.5



2.3.1 Comment onstruire une mesure adapt�ee ?L'id�ee est d'utiliser le th�eor�eme de repr�esentation de Riesz. On herhe don �aonstruire une forme lin�eaire positive m sur C(X). La ondition :8f 2 E?; �(f) = f(x0) (4)devient : \pour toute f dans C(X), restrition �a X d'une forme lin�eaire sur E,alors m(f) = f(x0)".Pour ne pas avoir �a onsid�erer des restritions, on �elargit ette lasse de fontions�a l'ensemble A des fontions aÆnes ontinues sur X . On herhera don uneforme lin�eaire positive m v�eri�ant :8f 2 A; m(f) = f(x0) (5)La diÆult�e est de prolonger ette forme lin�eaire �a tout C(X) de fa�on �a eque la mesure orrespondante soit port�ee par les points extr�emaux de X . L'id�eeest alors de voir que, en dimension �nie, si on prend une fontion f stritementonvexe et un n 2 N� :max�1+���+�n=1�1x1+���+�nxn=x nXi=1 �if(xi) est atteint en (x1; : : : ; xn)) xi points extr�emaux (6)Don, intuitivement, si m assoie �a une fontion stritement onvexe le maxi-mum de ette somme, alors la mesure � orrespondante sera port�ee par despoints extr�emaux. Or, la m�etrisabilit�e de X impose l'existene d'une fontionstritement onvexe sur X . En e�et, il suÆt de poser :f = Xn2N2�nhn2 (7)o�u (hn)n2N est une famille de fontions aÆnes de norme 1 qui s�eparent les pointsde X (par exemple, une famille dense dans la sph�ere unit�e de A, dont l'existeneest donn�ee par la s�eparabilit�e de C(X)).On va maintenant onstruire l'image par m de ette fontion f , en introduisantle onept d'enveloppe sup�erieure d'une fontion.2.3.2 Enveloppe sup�erieureD�e�nition 2.3.1. Si f est une fontion born�ee, on introduit son enveloppesup�erieure �f : X ! R d�e�nie par :�f(x) = inffh(x) : h 2 A et h � fg (8)On utilisera les propri�et�es suivantes :1. �f est onave, born�ee et semi-ontinue sup�erieurement (don bor�elienne) ;2. f � �f ave �egalit�e si et seulement si f est onave et semi-ontinuesup�erieurement ; 6



3. si f et g sont born�ees, alors : f + g � �f + �gj �f � �gj � jjf � gjjsi g 2 A; f + g = �f + gsi r > 0; rf = r �f (9)Ces r�esultats sont des ons�equenes failes de la d�e�nition (8).On remarque que, dans le as de la dimension �nie, la valeur �f(x0) est sup�erieureau maximum onsid�er�e au (6). De plus, toute forme lin�eaire m v�eri�ant (5) etayant en f une valeur stritement sup�erieure �a �f(x0) ne peut être positive. Onva don essayer de onstruire m positive telle que :m(f) = �f(x0) (10)2.3.3 Fin de la d�emonstration1. Construisons la forme lin�eaire m :D'apr�es les remarques (5) et (10), m doit être un prolongement de la formelin�eaire : n : A+ Rf ! Rh+ rf 7! h(x0) + r �f(x0) (11)Or ette appliation est major�ee en tout point par la fontion onvexe :p : C(X) ! Rg 7! �g(x0) (12)Les propri�et�es de onvexit�e de p et de majoration de n par p d�eoulent del'�enon�e (9) :- si r � 0, h+ r �f = h+ rf don n(h+ rf) = p(h+ rf) ;- si r < 0, h + rf est onave don �egale �a son enveloppe sup�erieure, etp(h+ rf) = h+ rf � h+ r �f ar f � �f .On peut don prolonger n en une forme lin�eaire m sur C(X) telle que :8g 2 C(X);m(g) � �g(x0) (13)2. Montrons que m est positive et ontinue :Soit g une fontion ontinue positive sur X . On a :�m(g) = m(�g) � (�g)(x0) � 0don m est positive. La ontinuit�e d�eoule alors de m(1) = 1 ar :�jjgjj = m(�jjgjj) � m(g) � m(jjgjj) = jjgjjPar le th�eor�eme de repr�esentation de Riesz, il esiste une mesure � bor�eliennepositive r�eguli�ere telle que :8f 2 C(X); m(f) = ZX fd� (14)7



3. Montrons que � v�eri�e les onditions voulues :� est bien une mesure de probabilit�e ar :�(1) = m(1) = 1Prouvons maintenant que � est port�ee par l'ensemble� d�ef:= fx 2 X : f(x) = �f(x)g (15)et que e dernier est ontenu dans exX .Pour tout h dans A tel que h � f , alors h � �f don :h(x0) = m(h) = �(h) � �( �f)Alors, par d�e�nition de �f (8), �f(x0) � �( �f), soit :�(f) � �( �f)Comme � est positive et que f � �f , � est port�ee par l'ensemble �.Pour prouver l'inlusion de � dans l'ensemble des points extr�emaux de X ,onsid�erons un point x qui s'�erit 12 (y + z). On a alors :f(x) � 12�f(y) + f(z)� � 12� �f(y) + �f(z)� � �f(x)ave �egalit�e si et seulement si x = y = z ar f est stritement onvexe.4. Conlusion :La mesure � ainsi onstruite est don une mesure bor�elienne de probabilit�e,port�ee par l'ensemble des points extr�emaux de X , et repr�esentant x.
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3 Exemples de repr�esentation int�egraleNous pr�esentons ii deux appliations du th�eor�eme de Choquet �a la repr�esentationint�egrale de ertains types de fontions. Le diÆult�e prinipale est la d�eterminationde l'ensemble des points extr�emaux d'un ertain ensemble onvexe.3.1 Fontions ompl�etement monotonesPour f : R�+ ! R et h > 0, on note �hf la fontion x 7! f(x+ h)� f(x).D�e�nition 3.1.1. Une fontion f : R�+ ! R est dite ompl�etement monotonesi : (�1)k:�h1 : : :�hnf � 0 (16)quels que soient n 2 N et h1; :::; hn 2 R�+ .Une fontion ompl�etement monotone est positive et d�eroissante.Th�eor�eme 3.1.2 (Bernstein). Soit f : R�+ ! R. Les propri�et�es suivantessont �equivalentes :(i) f est ompl�etement monotone ;(ii) Il existe une mesure positive � sur [0;+1[ telle que :f(x) = Z +10 e�tx�(dt) (17)(iii) f est ind�e�niment d�erivable, et (�1)k:f (k) � 0 pour tout k � 0.La partie importante du th�eor�eme est l'impliation (i) ) (ii) : on obtient unerepr�esentation int�egrale simple des fontions ompl�etement monotones.Preuve : On pose C l'ensemble des fontions ompl�etement monotones ; 'est unône onvexe ferm�e saillant de F(R�+ ;R) muni de la topologie de la onvergenesimple. On pose K = ff 2 C : kfk1 = f(0+) � 1g.1. K est onvexe.2. K est ompat : K = \x2R�+ff 2 C : f(x) � 1g est ferm�e dans F(G; C ). Deplus, K � [0; 1℄R�+ qui est ompat par le th�eor�eme de Tyhonov.3. K est m�etrisable : si f 2 C, f est onvexe don ontinue. Don l'ensembledes f ! f(r), pour r 2 Q�+ , s�epare C. Si Q�+ = frn; n 2 Ng, on pose :d(f; g) = Xn2N 2�n j(f � g)(rn)j1 + j(f � g)(rn)j :On v�eri�e que ette distane est ompatible ave la topologie de la onver-gene simple sur K. 9



On peut don appliquer le th�eor�eme de Choquet �a K.Il reste �a trouver les �el�ements extr�emaux de K. Si f 2 K est non nulle etextr�emale, elle v�eri�e f(0+) = 1. Soit h > 0 :- si f(h) = 0, alors f(x+ h) = 0 = f(x)f(h) ;- si f(h) = 1, alors la fontion x 7! f(x) � f(x + h) est ompl�etementmonotone et s'annule en 0, don elle est nulle : f(x+ h) = f(x) = f(x)f(h) ;- si 0 < f(h) < 1, on a :f(x) = f(h)�f(x+ h)f(h) �+ �1� f(h)��f(x)� f(x+ h)1� f(h) � (18)Les deux termes entre rohets appartenant �a K, ils sont �egaux �a f . On a donf(x+ h) = f(x)f(h).f est positive, d�eroissante et ontinue don :9t � 0 : f(x) = e�txLe th�eor�eme de Choquet nous donne, pour toute f 2 K, une mesure de pro-babilit�e sur exK de r�esultant f , mesure qu'on transpose sur l'ensemble desexponentielles d�eroissantes, puis sur R+ .Si f 2 C est born�ee, ff(0+) 2 K don on peut repr�esenter f par une mesure �,dont on montre qu'elle est unique (par le th�eor�eme de Stone-Weierstrass). Lepassage aux fontions non born�ees se fait ais�ement.Corollaire 3.1.3. Si f :℄�1; 0[! R est ind�e�niment d�erivable et absolumentmonotone, 'est-�a-dire si f (k) � 0 pour tout k � 0, alors il existe � mesurepositive sur [0;+1[ telle que :f(x) = Z +10 etx�(dt)3.2 Th�eorie des hapeauxIl s'agira dans e paragraphe d'�etendre le th�eor�eme de repr�esentation de Choquet�a des ônes onvexes ferm�es saillants. On a eu un aper�u de e type d'extensiondans le as partiulier des fontions ompl�etement monotones : on a appliqu�e leth�eor�eme de Choquet �a un sous-ensemble onvexe ompat du ône pour obtenirla forme g�en�erale des �el�ements de et ensemble, puis on a �etendu le r�esultat auône entier.Dans toute ette partie, on notera P un ône onvexe ferm�e saillant d'un e.v.t.l.E.3.2.1 Cas simple : existene d'une base onvexe ompateD�e�nition 3.2.1. Un rayon de P est un ensemble de la forme R+x, pourx 2 Pn0. 10



Une base B de P est un sous-ensemble de P ne ontenant pas 0 et oupant tousles rayons de P en exatement un point.Supposons dans e paragraphe que P poss�ede une base B onvexe ompate.On herhe une repr�esentation int�egrale des points de P . Il est naturel pour elad'appliquer le th�eor�eme de Choquet �a B, et don de s'int�eresser �a ses pointsextr�emaux.Consid�erons don un point extr�emal x de B. On a :8y; z 2 P tels que x = y + z;on �erit � y = �y0z = �z0 �; � 2 R+ et y0; z0 2 B ;alors x�+� = ��+�y0 + ��+�z0 2 B; don �+ � = 1;et x = y0 = z0;e qui signi�e y; z 2 R+x:Cei inspire la d�e�nition suivante :D�e�nition 3.2.2. Un rayon � du ône P est appel�e rayon extr�emal de P siauun point de � ne peut s'�erire omme baryentre �a oeÆients stritementpositifs de points de Pn�.On notera exrP l'union des rayons extr�emaux de P .On a les propri�et�es imm�ediates :1. exB = B \ exrP ;2. x 2 exrP () 8y; z 2 P; �x = y + z ) y; z 2 R+x�.La deuxi�eme propri�et�e est utile pour le alul des rayons extr�emaux. La premi�erepermet d'�etablir l'�enon�e suivant :Th�eor�eme 3.2.3. Supposons que P poss�ede une base onvexe ompate m�etrisable.Soit x un �el�ement de P . Alors :(i) x est repr�esent�e par une mesure de probabilit�e port�ee par exrP ;(ii) x est repr�esent�e par une mesure �nie port�ee par exB.Preuve : Si x 2 P , alors x = �x0; x0 2 B; � 2 R+ . On sait que x0 est repr�esent�epar une mesure de probabilit�e �0 port�ee par exB ; x est don repr�esent�e par lamesure image de �0 par : exB ! exrPt 7! �tDe plus, x est aussi repr�esent�e par la mesure ��0 port�ee par exB.Ce th�eor�eme nous donne la repr�esentation int�egrale herh�ee. Cependant, l'exis-tene d'une base onvexe ompate est une hypoth�ese tr�es forte (elle n'est pasr�ealis�ee dans la plupart de nos exemples). Le but du paragraphe suivant estd'a�aiblir ette hypoth�ese tout en onservant le r�esultat du th�eor�eme.
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3.2.2 G�en�eralisation grâe aux hapeauxL'id�ee est que le raisonnement i-dessus fontionne enore si B est un sous-ensemble onvexe ompat m�etrisable de P , g�en�erateur de P , dont les �el�ementsextr�emaux sont sur les rayons extr�emaux de P . C'est le as des ensembles quel'on introduit dans la d�e�nition suivante :D�e�nition 3.2.4. Si P est un ône onvexe ferm�e saillant, un sous-ensemblenon vide C de P est appel�e hapeau de P si C est onvexe, ompat, et si PnCest onvexe. Un hapeau C est dit universel si P = [�2R+�C.Proposition 3.2.5. Si C est un hapeau de P , et si x est un point extr�emal deC, alors x appartient �a un rayon extr�emal de P .Preuve : Soit x un point extr�emal de C. On �erit x = 12 (y + z), y; z 2 P .L'hypoth�ese de onvexit�e de PnC implique que y ou z appartient �a C. Onsupposera par exemple y 2 C. On pose alors :�0 = maxf� : �y 2 Cg <1et on �erit pour � > �0 � 1 :x = 12� (�y) +�1� 12��� �2�� 1z�x est alors �erit omme baryentre de deux points dont le premier n'est pas dansC. Don 8� > �0, � �2��1z� 2 C. C �etant ferm�e, 'est vrai pour � = �0 et xs'�erit omme baryentre de deux points de C :x = 12�0 (�0y) +�1� 12�0�� �02�0 � 1z�Comme x est un point extr�emal de C, y et z sont bien proportionnels �a x.Th�eor�eme 3.2.6 (dû �a Choquet). Supposons que P poss�ede un hapeauuniversel m�etrisable. Soit x un �el�ement de P . Alors :(i) x est repr�esent�e par une mesure de probabilit�e port�ee par exrP ;(ii) x est repr�esent�e par une mesure �nie port�ee par exB.3.3 Fontions de type positifD�e�nition 3.3.1. Soit G un groupe ab�elien, et f une fontion �a valeurs om-plexes sur G. On dit que f est de type positif si pour toute famille �nie (xi)i2Ide points de G, on a les onditions �equivalentes suivantes :(i) pour toute famille (�i)i2I de nombres omplexes :Xi;j2I �i ��jf(xi � xj) 2 R+ (19)(ii) la matrie �f(xi � xj)�i;j2I est hermitienne positive.12



Remarque 3.3.2. Si on introduit les mesures dir�etes � = Pi2I �i"xi et ~� =Pi2I ��i"�xi , on peut r�e�erire la ondition (19) omme :Xi;j2I �i ��jf(xi � xj) = (� � ~�)(f) = (� � ~� � �f)(0) � 0 (20)Cette in�egalit�e doit être v�eri��ee pour toute mesure disr�ete �, e qui �equivaut�a la ondition :Pour toute mesure disr�ete �, (� � ~� � f)(0) � 0.En partiulier, si on pose � = "0 + :"x, on obtient :(1 + jj2)f(0) + f(x) + �f(�x) � 0;e qui nous donne, pour ertaines valeurs de , les relations :f(0) � 0; f(�x) = f(x) et jf(x)j � f(0): (21)D�e�nition 3.3.3. Soit f : G! C . On dit que f est un arat�ere de G si f estborn�ee, non nulle et si :8x; y 2 G; f(x+ y) = f(x)f(y):Soit f un arat�ere. On a lairement f(0) = 1, jf(x)j = 1 et f(�x) = f(x).Don : Xi;j2I �i ��jf(xi � xj) =Xi2I �if(xi):Xj2I �jf(xj) � 0et f est de type positif.3.3.1 Cas G disretDans ette partie, on supposera G �ni ou d�enombrable.On pose K l'ensemble des arat�eres de G, et P l'ensemble des fontions de typepositif : 'est un ône onvexe ferm�e saillant de F(G; C ). On pose �nalementP1 = ff 2 P; f(0) = 1g.P1 est une base de P , elle est lairement ompate et m�etrisable, ar F(G; C )est m�etrisable.Lemme 3.3.4. exP1 � K.En e�et, si f 2 exP1 et � est une mesure disr�ete sur G, on pose g� = � � ~� � f .On a : (� � ~� � g�)(0) = ((� � �) � (̂� � �) � f)(0) � 0don g� est de type positif.Pour �1 = "0 + :"a et �2 = "0 � :"a, on obtient :� g�1 + g�2 = 2(1 + jj2)fg�1 � g�2 = 2("a � f + �"�a � f)13



Don g�1 et g�2 sont proportionnels �a f (ar f 2 exrP ), et pour ertaines valeursde , il en d�eoule que "�a � f est proportionnel �a f :8x 2 G; f(x+ a) = zaf(x)Or f 2 P1 don za = f(a)f(0) = f(a). f est don un arat�ere.Th�eor�eme 3.3.5 (Bohner-Weil - Cas disret). Soit f : G! C une fon-tion de type positif. Alors il existe une mesure positive �nie � sur K telle que :f(x) = ZK k(x)�(dk) (22)Preuve : Le th�eor�eme de Choquet nous donne une mesure positive �nie � surexP1 de r�esultant f , que l'on prolonge �a K. Or la fontion lx : g 7! g(x) estlin�eaire ontinue sur F(G; C ) don on obtient :f(x) = lx(f) = ZK lx(k)�(dk) = ZK k(x)�(dk)3.3.2 Cas G = RnOn suppose G = Rn . Alors l'ensemble K des arat�eres ontinus de G est :K = fx 7! eit�x; t 2 Rng (23)Si � est une mesure positive �nie sur K, la fontion f� : x 7! RK k(x)�(dk) estlairement ontinue et de type positif.Nous voulons montrer que toutes les fontions ontinues de type positif sont dela forme f�. La diÆult�e r�eside en e que le ône des fontions de type positifn'a pas de base ompate pour les topologies usuelles. Nous utiliserons donle fait que la boule unit�e B de L1(Rn ; C ) est m�etrisable et ompate pour latopologie faible �(L1; L1).On �etudie don d�esormais les fontions de L1 de type positif ; la d�e�nition 3.3.1n'a auun sens si on ne onsid�ere pas un repr�esentant partiulier. Il faut dond�e�nir orretement e onept.On dit que f 2 L1 est ontinu s'il admet un repr�esentant ontinu (qui est alorsunique).Pour � : G! C , on d�e�nit ~� : x 7! �(�x).D�e�nition 3.3.6. On dit que f 2 L1 est de type positif s'il v�eri�e les ondi-tions �equivalentes suivantes :(i) 8� 2 L1; (� � ~�)(f) = R f(x):(� � ~�)(x)dx = (� � ~� � �f)(0) � 0(ii) 8� 2 L1; (� � ~� � f)(0) � 0.On note P l'ensemble des �el�ements de L1 de type positif : 'est un ône onvexeferm�e saillant de L1.Justi�ation : Si f 2 L1 est ontinue, les deux d�e�nitions de la propri�et�e \f14



est de type positif" o��nident.En e�et, si f 2 P et � est une mesure disr�ete, � est limite �etroite d'une suitede mesures �a densit�e ontinue �n et �a support dans un ompat �xe ; don lesrelations (�n � f�n)(f) � 0 entrâ�nent (� � ~�)(f) � 0.Inversement, si la relation (� � ~�)(f) � 0 est v�eri��ee pour toute mesure disr�ete�, elle l'est aussi pour toute mesure born�ee (ar f est born�ee), don en partiu-lier pour toute mesure de densit�e � 2 L1.On pose Q = P \ B(0; 1), onvexe ompat de L1.Lemme 3.3.7. L'appliation f 7! jjf jj1 est lin�eaire sur P. Par ons�equent, Qest un hapeau de P.Remarque 3.3.8. Si on restreint ette appliation �a l'ensemble des f 2 L1ontinus, elle o��nide ave l'appliation f 7! f(0) et est don bien lin�eaire.Preuve : Si f 2 P et � 2 L1, la fontion � � ~� � f est ontinue et dans P , etl'appliation f 7! (� � ~� � f)(0) est lin�eaire.Soit (�n) une suite de fontions positives de L1 telles que jj�njj1 = 1, et quionverge au sens des distributions vers Æ0. On a :jj�n � f�n � f jj1 = (�n � f�n � f)(0) � jjf jj1:De plus, la suite �n � f�n � f onverge vers f pour �(L1; L1). On a don :limn!1 jj�n � f�n � f jj1 = jjf jj1ar sinon, on aurait une sous-suite (��(n)) telle que :limn!1 jj��(n) �℄��(n) � f jj1 � � < jjf jj1;mais omme B(0; �) est faiblement ferm�ee, on aurait jjf jj1 � �.Don jj jj1, limite d'appliations lin�eaires sur P , est lin�eaire sur P .Lemme 3.3.9. Si f 2 exrP v�eri�e jjf jj1 = 1, alors f est un arat�ere ontinude G.Preuve : On montre, omme dans le as G disret (Lemme 3.3.4), que si a 2 G,"a � f est proportionnel �a f : "a � f = zafComme f 6= 0, il existe � ontinue �a support ompat telle que g = f � � soitontinue et non nulle. On a alors "a � g = za:g, don g(0) 6= 0. Par ons�equent,h = gg(0) est un arat�ere ontinu.On a 8a 2 G; jzaj = jh(a)j = 1 don fh 2 L1. On obtient don :"a � (fh ) = "a � f"a � h = zafzah = fhdon f est proportionnel �a h, et f est ontinu. On a alors f(0) = jjf jj1 = 1don f = h est un arat�ere ontinu. 15



Th�eor�eme 3.3.10 (Bohner-Weil - Cas G = Rn). Pour toute f 2 P , f estontinue et il existe une mesure positive �nie � sur Rn telle que :8x 2 G; f(x) = ZRn eit�x�(dt) (24)Preuve : Les �el�ements extr�emaux non nuls de Q sont des �elements de exrP etv�eri�ent jjf jj1 = 1 ; on a don exQ � K[f0g. D'apr�es le th�eor�eme de Choquet,tout f 2 P est repr�esent�e par une mesure positive �nie port�ee par K[f0g, donpar une mesure positive �nie � port�ee par K (ar toute mesure port�ee par 0 aun r�esultant nul).En partiulier, pour � 2 L1, l'appliation f 7! RC f(x)�(x)dx est lin�eaire onti-nue don : 8� 2 L1; RC f(x)�(x)dx = RK �RC k(x)�(x)dx��(dk)= RC �RK k(x)�(dk)��(x)dxdon f(x) = RK k(x)�(dk).On pose � : K ! Rn(x 7! eit�x) 7! t mesurable.On a alors : f(x) = ZK eix��(k)�(dk) = ZRn eix�t�(�)(dt):3.4 Quelques r�esultats sans d�emonstration3.4.1 Fontions absolument monotones sur RnOn herhe �a g�en�eraliser le orollaire 3.1.3 aux fontions absolument monotonessur un ouvert 
 de Rn .D�e�nition 3.4.1. Soit C un ône onvexe de Rn d'int�erieur non vide, 
 unouvert de Rn , et f : 
! R. On dit que f est C-absolument monotone si :�a1 : : :�anf � 0quels que soient n 2 N et a1; :::; an 2 C.L'ensemble A des fontions absolument monotones est un ône onvexe ferm�esaillant de F(
;R).Th�eor�eme 3.4.2. On suppose que 
 est C-stable, 'est-�a-dire que 
�C = 
.Alors :1. Tout �el�ement de exrA est de la forme x 7! :el(x) o�u  2 R+ et l est uneforme lin�eaire positive sur C. 16



2. Pour toute fontion f absolument monotone, il existe une mesure positive� sur le polaire C0 de C telle que :f(x) = ZC0 el(x)d�(l)3. Toute fontion f est absolument monotone si et seulement si elle est delasse C1 et si toutes ses d�eriv�ees partielles par rapport �a des veteursde C sont positives. De plus, es d�eriv�ees partielles sont alors onvexes etanalytiques.En partiulier, toute fontion absolument monotone est analytique.3.4.2 Fontions harmoniquesL'�etude des fontions harmoniques d�e�nies sur un ouvert 
 de Rn a �et�e unedes prinipales motivations aux probl�emes de repr�esentation int�egrale. En e�et,l'ensemble P des fontions harmoniques positives sur 
 est un ône onvexeferm�e saillant de C(
; C ). De plus, si on �xe x0 2 
, l'ensemble B d�e�ni i-dessous est une base onvexe ompate de P :B d�ef:= fh : 
! R harmonique positive telle que h(x0) = 1gL'ensemble des points extr�emaux de B est onnu dans le as o�u 
 est le disqueouvert de entre 0 et de rayon 1 (on hoisit alors x0 = 0). Il vaut alors :(Py : 
 ! Rx 7! 1�jjxjj2jjy�xjjn ; y 2 Rn et jjyjj = 1)Cet ensemble �etant hom�eomorphe au erle unit�e Sn�1 de Rn , toute fontionharmonique positive sur 
 = B(0; 1) est alors de la forme :h(x) = ZSn�1 Py(x)d�h(y) (25)o�u �h est une mesure positive �nie sur Sn�1.
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